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Capitulo 1
Introduccion

In theoretical physics a theory is often considered to be
complete if its variational principle in the sense of Hamilton

is known.

Anthony, K.H. [1]

La fisica tedrica cuenta entre sus pilares mas notables con dos herramientas: el principio de
minima accién y el teorema de Noether.

El primero de estos pilares (el principio de minima accién) es una herramienta que puede
rastrearse al siglo XVII pero que fue desarrollado con la mayor formalidad matematica en el
siglo XIX por Rowan Hamilton [2]. Este principio expresa la idea de que los sistemas de la
naturaleza, al evolucionar, lo hacen de forma que algunas cantidades medibles (o calculables)
se mantienen en, o tienden a su valor minimo o maximo, este teorema puede enunciarse de la
siguiente forma [3]:

Teorema 1. Si un sistema fisico se caracteriza por una funcién determinada (llamada funcion

lagrangiana)

Z(q,4,t) (1.1)

donde q es el conjunto de las coordenadas generalizadas del sistema, ¢ sus derivadas respecto al
tiempo y t el tiemo mismo y el estado del sistema estd determinado entre un tiempo inicial tq
y uno final ta, entonces el sistema evolucionard de forma que la integral (a la que se le llama

“accion”)
ta
s= [ @i (1.2)
ty

tenga el minimo valor posible.

Por su origen, al inicio, la aplicacién de esta idea fue exitosa en los sistemas mecanicos.
Sin embargo, posteriormente comenzo6 a observarse la posibilidad de extender su uso, logrando
establecerse como nicleo en las formulaciones de la mecanica cudntica, éptica y una parte
fundamental en construcciones como la teoria cuantica de campos.




1. INTRODUCCION

Como se puede observar, la importancia del principio de minima accién no es sélo practica,
pues ademaés de facilitar la descripcién de muchos sistemas fisicos, hace evidente una estrechisi-
ma relacién entre las matematicas, totalmente abstractas (como el célculo de variaciones, que es
el drea que resuelve problemas como la minimizacién de cantidades que dependen de funciones)
y los sistemas fisicos que se habian estudiado desde hace siglos.

Pero el éxito de esta idea no hubiera sido tal si no hubiera existido Emmy Noether, mujer que,
no conforme con romper los esquemas sexistas de la comunidad cientifica del siglo XIX (al ser de
las primeras mujeres en obtener un doctorado y una plaza de catedratica en una universidad),
revolucioné areas como el dlgebra abstracta y el cdlculo de variaciones. Esta tltima drea ha sido
la que le ha dado gran relevancia en la fisica tedrica.

En su trabajo fundamental en esta drea [4], utiliza que un sistema fisico debe cumplir el
principio de minima accién, para demostrar una relacién entre las leyes de conservacién de la
naturaleza (conocidas previamente por mucho tiempo) y ciertas simetrias de la funcién que
describe el sistema. La evidencia de dicha relacién ha hecho posible que en muchas areas baste
un andalisis matematico totalmente abstracto para predecir el comportamiento del sistema o
incluso la existencia de nuevas entidades fisicas (ver, por ejemplo [5, 6, 7]). El teorema puede
enunciarse de forma abreviada asi (se omite la formalidad matemética, en la que se abundard
en el Capitulo 3):

[

Teorema 2. A cada transformacion continua de “ coordenadas” que deja invariante la accion

de un campo fisico, le corresponde una ley de conservacion.

El teorema de Noether ha sido exitosamente aplicado en muchas areas de la fisica. Sin embar-
go, no todo estéd hecho. En el dltimo siglo ha aumentado el uso de ciertos objetos matematicos
llamados “derivadas fraccionarias”. Estos objetos son la respuesta a la pregunta ;Qué signifi-
caria que en el simbolo (;‘% f(z) el ntimero n pudiera tomar valores no enteros? hecha desde los
albores del célculo diferencial en una plética entre L'Hopital y Leibniz [8, 9]. En este caso, la
respuesta no ha sido unica, pues desde que se formuld, los matematicos han encontrado muchas
formas de darle sentido a dicha expresién y no todas son equivalentes.

Algunas de las formas de responder a la pregunta, hacen uso de una generalizacién de un
método para expresar una integral de orden arbitrario n (es decir, integrar n veces una funcién)
y de la interpretacion de la integral como operacion “opuesta” a la derivacion. Lo que hacen las
ideas de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y de Caputo, puede verse, tomando como
ejemplo una derivada de orden 1/2, como “derivar una vez” una funcién integrada “media vez”
0 usar esas operaciones en orden inverso. En otras propuestas, como la de Griinwald-Letnikov,
se generaliza la expresion de la derivacion como un limite de diferencias finitas.

El uso de derivadas fraccionarias en sistemas fisicos es atin bastante limitado, pero su uso
ha aumentado considerablemente en las tltimas décadas, halldndose especialmente en sistemas
“con memoria”, en la ciencia de materiales, o en fenémenos descritos de forma estadistica, como
procesos subdifusivos o superdifusivos [10].

Entre las aplicaciones del cdlculo fraccionario en la fisica sobresalen los esfuerzos por extender
la validez del principio de minima accién y del teorema de Noether a sistemas descritos por
lagrangianas que involucran derivadas fraccionarias.

Como ejemplos de dichas generalizaciones, podemos mencionar los teoremas de Noether
hallados para derivadas de Griiunwald-Letnikov, Riemann-Liouville o Caputo (ver, como ejem-
plos [11, 12, 13]). Existe, sin embargo, una clase relativamente nueva de derivadas fraccionarias
propuesta en 2012 por Manuel Duarte Ortigueira [14], que se diferencia de las otras en que no
dependen de una “direccion” especifica con respecto al punto de evaluacién. Esta propuesta es
semejande a la de las derivadas de Griinwald-Letnikov, pero formula el cociente de diferencias




de forma que se tomen en cuenta valores hacia ambos lados del punto de evaluacion.

Para éstas, llamadas derivadas fraccionarias centradas, no existia hasta ahora una formu-
lacion del teorema de Noether ni del principio de minima acciéns Segun el creador de estos
operadores, la utilidad de las derivadas fraccionarias centradas puede esperarse en problemas
que espacialmente no dependen especificamente de una direccién, y que no pueden ser descritas
mediante derivadas enteras y ni con los otros tipos de derivada fraccionaria [15].

La pregunta que se intenta responder en este trabajo es, entonces: ;Se puede hallar una
extension del principio de minima accién y del teorema de Noether para sistemas fisicos que
pueden ser descritos mediante una formulacion variacional por funciones de varias variables y
de sus derivadas enteras y fraccionarias centradas?

La respuesta a la pregunta anterior puede generar nuevas herramientas para el estudio de
sistemas fisicos que se puedan describir por estas derivadas fraccionarias centradas. Se han
hallado sistemas de este tipo que son interesantes pues, por ejemplo, permiten la descripcién de
solitones dpticos (fendmenos ondulatorios no lineales que no se observan en todos los medios).
Es justamente el tema de los solitones épticos un ejemplo muy 1til, pues sirve para ilustrar
la utilidad de las herramientas de la fisica variacional y también del campo de las derivadas
fraccionarias. Ecuaciones que tienen solitones como solucién se han encontrado en las dreas que
se han descrito en este trabajo.

En estricto sentido, un solitén éptico es una onda solitaria no lineal que, conserva su forma
(no se dispersa) y la recupera después de interaccionar brevemente incluso con otros solitones.
Los solitones en agua fueron observados por primera vez en 1834 por Scott Rusell, quien observé
y persiguié una onda con esas caracteristicas en un canal en Escocia [16].

Matematicamente, hay multiples ecuaciones no lineales que dan lugar a solitones. Como
casos particulares podriamos mencionar a la ecuacién de Kortweg de Vries y a la ecuaciéon no
lineal de Schrédinger [17], que se presenta a continuacién:

. 1 2

iu, + st + ||ul*u =0 (1.3)
En esta ecuacién u; representa la primera derivada de u respecto a t, u, es la primera derivada
de u respecto a z y, al repetir el subindice, se indican derivadas de orden superior. Esta notacién
se respetard a lo largo de este trabajo.

Es importante mencionar que aunque en la ecuacién de Schroédinger usada en mecénica
cuantica la derivacion de orden dos es en las variables espaciales, mediante el laplaciano, y s6lo
se deriva una vez en la variable espacial, esta ecuacién recibe el nombre de ecuacién no lineal
de Schrodinger por tener una estructura similar.

Como se puede observar, la ecuacién 1.3 tiene como variable de evolucién a z, que correspon-
de a la longitud recorrida en una fibra 6ptica. Ademds cuenta con un término dispersivo y un
término no lineal cibico. Sin embargo, pueden existir extensiones a esta ecuacién que conten-
gan términos dispersivos de orden mayor o no linealidades de grado mayor. Se ha hallado que
estas extensiones también pueden tener soluciones con forma de solitéon cuando hay derivadas
de orden 3 o 4 con respecto al tiempo [18] y, esto sugiere que si se sustituye esta derivada por
una fraccionaria de orden intermedio, también podria haber solitones. Jorge Fujioka hall6 estos
solitones fraccionarios utilizando las derivadas de Griinwald-Letnikov [19] y Manuel Velasco los
hall6 para las derivadas de Manuel Duarte Ortigueira [20]. Esto hace del ejemplo de los solitones
una situacién ideal para explorar la fisica de los sistemas fraccionarios descritos en términos de
las derivadas de Duarte Ortigueira.

El trabajo estd dividido en 7 capitulos, correspondiendo el primero de ellos a esta introduc-
cién.

En los Capitulos 2 y 3 se da una introduccién a las herramientas matemdticas que revolu-




1. INTRODUCCION

cionaron la fisica, y cuyos resultados se tratan de extender en este trabajo. Particularmente,
el Capitulo 2 trata del principio de minima accién, y ofrece la obtencién de las ecuaciones de
Euler-Lagrange en algunos casos. El Capitulo 3, por su parte, trata sobre el teorema de Noether,
y ofrece la demostracién de una versiéon menos general que el teorema original.

En los Capitulos 4 y 5 se realiza una revisién de los conceptos de derivadas fraccionarias, y
posterioremente se presenta el caso particular de las derivadas fraccionarias centradas.

El Capitulo 6 presenta la bisqueda de ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas descritos
por funciones de varias variables y sus derivadas de orden entero y fraccionarias centradas, y el
Capitulo 7 presenta la busqueda equivalente para el teorema de Noether.

Finalmente, en el Capitulo 8 se presentan las conclusiones del trabajo y se hace una breve
discusién sobre su alcance y su validez.

Adicionalmente, se presenta (con el objeto de tener un ejemplo que sirva de hilo conductor
y que justifique la pertinencia del trabajo desde el punto de vista de un problema de la fisica)
desde el Capitulo 2, el tema de los solitones Opticos, y se utiliza la ecuacién no lineal de
Schrodinger [17] para presentar una ecuacién deducible a partir de una funcién lagrangiana. En
los Capitulos 2, 4, 6 y 7, se sigue este ejemplo, mostrando extensiones a esa ecuacién y usando
las herramientas expuestas en cada Capitulo, para estudiarla.

Con lo relizado a lo largo de esta tesis, se concluye que es posible hallar las formulaciones
buscadas. Sin embargo, se debe dejar para trabajo futuro la biisqueda de otros sistemas reales
que muestren que la aplicacién de estas nuevas herramientas aporta beneficios, es decir, seria
interesante encontrar més ejemplos en los cuales el uso de las nuevas derivadas fraccionarias
centradas dé mejores resultados que el uso de derivadas fraccionarias “izquierdas” y “derechas”
o el uso de derivadas de orden entero.




Capitulo 2
El principio de minima accion y las
ccuaciones de Euler-Lagrange

Los fisicos han tenido desde hace mucho la visién de que las
teorias fisicas alcanzan su belleza méaxima cuando estan

dadas en términos de principios variacionales.

Robert Hermann

Se inicia el presente trabajo dando una revisién de ciertas herramientas necesarias para
entender los procedimientos esenciales. La primera de las herramientas revisadas es el principio
de minima accién, y sus correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange. Adicionalmente, se da
una breve revision de los solitones épticos. Esto dara pie, en este y otros capitulos, a una serie
de ejemplos gufan la motivacién de este trabajo en un area de la fisica. La estructura de este
capitulo es la siguiente:

= Revision histérica y enunciado del principio de minima accién

= Las ecuaciones de Euler-Lagrange para lagrangianas dependientes de funciones de varias
variables

s Ecuaciones de Euler-Lagrange cuando la lagrangiana depende de funciones varias variables
y sus n-derivadas

= La importancia de la formulacién lagrangiana y ejemplos.

= Breve revisién de ondas solitarias (Solitones)

2.1. Revisién histérica y enunciado

Histéricamente, se puede ubicar el desarrollo de la mecénica clasica en dos etapas: Por un
lado esta la perspectiva newtoniana, que explica la evolucién de un sistema a partir de relaciones
entre cantidades vectoriales como la fuerza y el momento. Esta relacién se ve claramente en la
segunda le de Newton, que relaciona la fuerza con el cambio en el tiempo del momento lineal
de una particula puntual. El otro enfoque es el defendido por un contemporaneo de Newton.
Leibniz explicaba la evoluciéon de un sistema fisico observando las relaciones entre cantidades
escalares como a la energia cinética (a la que llamaba vis viva) [21]. Esta tultima forma de
ver a los sistemas fisicos es una caracteristica fundamental de lo que ahora se conoce como




2. EL PRINCIPIO DE MINIMA ACCION Y LAS ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

mecanica analitica. La mecdnica analitica tiene, ademas, como ingrediente estelar un principio
que, aunque no la acompané durante su nacimiento, sirvié para sintetizar ideas presentadas a
lo largo de siglos de historia y constituye uno de los grandes saltos en el pensamiento humano:
El principio de minima accién.

El principio de minima accién es una forma de expresar la idea de que la naturaleza, en su
actuar, lo hace de forma que ciertas cantidades varien en forma maxima o minima. Formalmente,
este principio (Enunciado por Rowan Hamilton en el siglo XIX [2]) indica que:

1. Cada sistema mecénico tiene asociada una funcién L (funcién lagrangiana) que depende
de sus coordenadas generalizadas, sus derivadas con respecto al tiempo y el tiempo mismo:

L = L(q(t),4(t); 1) (2.1)
donde ¢(t) := {q1(t),g2(t), -+ ,qn(t)} se refiere al conjunto de las n coordenadas genera-
lizadas del sistema, ¢(t) := {q1(t),G2(t), -+ ,Gn(t)} al de sus derivadas temporales y t al

tiempo.

2. Si el sistema ha de evolucionar entre los tiempos ¢1 y to, entonces las coordenadas ¢(t)
por las que evolucionard el sistema deben ser tales que la integral (a la que se denomina
accién por motivos histéricos):

5= / " Liqlt), 4(t): t)dt (22)

debe tomar el minimo valor posible [3].

Es importante mencionar que en la mecanica analitica, la trayectoria no es una curva en el
espacio tridimensional, mas bien una curva en un espacio multidimensional donde cada punto
corresponde al estado de todo el sistema en un instante, atin cuando el sistema esté compuesto
de muchas particulas.

Sobre la dependencia temporal, algunos autores, como Lanczos [21] o Sommerfeld [22] con-
sideran que la dependencia explicita del tiempo hace escencialmente diferente el principio que
mencionamos (al que llaman principio de Hamilton) de lo que se conoce como el “Principio de
minima accién” que es la forma en que fue enunciada la idea por Euler y Lagrange. En este
texto no hacemos dicha distincién.

La idea de que la naturaleza “optimiza” ciertas cantidades no se present6 por primera vez en
el siglo XIX, ya antes habia sido utilizada por Pierre de Fermat en el siglo XVII para describir
la trayectoria de un haz de luz, y por Pierre Louis Moreau de Maupertius en el XVIII [2] en el
dmbito de la mecénica, aunque de una forma menos general que la de Hamilton (en el principio
de Maupertuis no se considera la variable temporal, y s6lo se minimiza la accién entre aquellas
trayectorias que tienen la misma energia E).

Una caracteristica del principio de minima accién aplicado a los sistemas mecanicos es que
la funcién lagrangiana sélo depende del tiempo, de las coordenadas generalizadas y de sus
primeras derivadas con respecto al tiempo. Esto tiene relacién con que las leyes fundamentales
de la mecénica (las leyes de Newton) describen la evolucién de un sistema con sélo la segunda
derivada con respecto al tiempo de la posicién (de ahi que la segunda ley de Newton de puede
expresar como F' = m&). Sin embargo, si volvemos la atencién al ejemplo de Fermat podemos
hallar natural que sistemas no mecanicos se puedan describir mediante una formulaciéon similar
que puede depender de derivadas de orden mayor, e incluso de méas variables independientes.




2.2 Las ecuaciones de Euler-Lagrange para lagrangianas dependientes de funciones de varias
variables

El principio que acabamos de describir tiene como ventaja que facilita la resoluciéon de la
dindmica de muchos sistemas fisicos que antes eran dificiles. Para lograr esa ventaja, es impor-
tante conocer las ecuaciones de Euler-Lagrange, que es un conjunto de ecuaciones diferenciales
obtenidas después de considerar las implicaciones del principio de minima accién. A partir de
este momento nos concentraremos en buscarlas.

2.2. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para lagrangianas

dependientes de funciones de varias variables

El principio de minima accién, tal como fue enunciado nos presenta el siguiente problema:
;,Coémo hallar la funcién que minimice la integral de accién? Este problema da pie a la rama
llamada célculo de las variaciones [23]. Para resolver la cuestin, intentaremos observar qué
deberfa cumplir la integral de accién para que su valor fuera minimo o maximo. Comencemos
recordando que en el calculo diferencial de variables reales, es caracteristico de los maximos o
minimos locales de una funcién diferenciable, que la derivada, evaluada en esos punto, es cero.
Intentemos ver cémo esa condicién puede expresarse en el caso de la integral de accién.

En el caso expuesto anteriormente, tanto las coordenadas generalizadas ¢(t) como sus deri-
vadas temporales ¢(t) son funciones que dependen solamente del tiempo. Se puede considerar
ahora un sistema en el que las funciones que describen al sistema dependan de varias variables
reales independientes. Entonces podemos considerar una lagrangiana de la siguiente forma (a
esta funcion se le llama densidad lagrangiana y el salto que acabamos de dar es el salto a las
teorias clasicas de campo):

L =ZL(q(z,t),qe(2,1),q:(2, 1) t; 2) (2.3)

donde ¢, (z,t) y g:(z,1) son los conjuntos de las derivadas con respecto a z y a t, respectivamente
(esta notacién se utilizard més adelante en el mismo sentido).

Con esta densidad lagrangiana y el sistema evolucionando en un dominio rectangular [¢y, 2] X
[21, 22] la condicién del principio de minima accién se refiere ahora a la siguiente integral:

S/tlz/lezg({Q(z,t)},{qt(z,t)},{qz(Z,t)};t;z)dzdt (2.4)

Esta integral debe tomar un valor extremal para la trayectoria en que evolucionard real-
mente el sistema, esto es, para cualquier trayectoria ligeramente diferente a la trayectoria real,
la integral debe incrementar su valor.

Siguiendo un proceso similar al realizado en [3], tomando en cuenta un sélo grado de libertad
del sistema, consideremos una familia de funciones de la forma:

q(z,t,a) = ¢*(2,t) + adq(z,t) (2.5)

donde ¢*(z,t) serd la funcién para la cudl S tenga un minimo, d¢(z,t) es una funcién diferen-
ciable “pequeiia” (segin alguna métrica asociada al espacio de funciones en que se trabaje, por
ejemplo, la distancia euclidiana si las coordenadas corresponden a las coordenadas cartesianas)
y « un parametro real.
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De la definicién anterior podemos observar que:

24 (2,t) = 0q(2,1)
¢:(2,t,0) = ¢ (2,1) + al(dq(=, 1)) (2.6)

qt(z,t, ) = qf (2,t) + a(dq(z, 1))+

Las ultimas dos expresiones tienen la misma estructura que (2.5), por lo que también se tiene
que:

5(Qz(za t)) = (5(](2, t))z

(ge(2,)) = (8q(z,1))s

2.7)

Con las consideraciones anteriores, y como la lagrangiana estd integrada sobre un dominio bien
definido, la integral de accién es sélo funcién del pardmetro a:

5 = S(a) = / 2 / L), (1), (2 s 5 25 @)t (2.8)

De forma que la condicién de extremalidad de S implica ahora que:

%S(a) :% :12 fzzlz Lq(z,t),q:(2,t),q.(2,t); t; 2; a)dzdt
= :12 fZZf 2 L(q(z,1), (2, 1), ¢ (2, t); t; 2y ) dzdt

_ [tz pz2 | 0.Z Oq 0% Oqi 9.%L 9q.
—Jt le |:8q O + Dq; O + 9q, Oa dzdt

=0

Observando (2.6) y (2.7) la ecuacién anterior queda como:

/t1 / [8.,2” Gf (0g)¢ + gjj(&;)z] dzdt =0 (2.9)

Separando esta expresion en dos integrales y cambiando un orden de integracién en el
primer miembro (lo que no supone un problema puesto que el dominio es rectangular), tenemos
la siguiente integral:

ta to Z2
/ / {5 42 (60 ] dtdz + / 3‘5 (8q).dzdt = 0 (2.10)
t1 t1 qz

z1

Observemos el primer miembro de la suma. Al integrar por partes el segundo elemento
dentro de la integral tenemos:




2.3 Ecuaciones de Euler-Lagrange cuando la lagrangiana depende de funciones de varias
variables y sus n-derivadas

/ / [5 +%2j((5q)}dtdz:

=t (9,,? 0 0%

El término medio de esta suma es cero pues dq(z,t1) = dq(z,t2) = 0. Veamos ahora la
segunda integral de la expresién (2.10), que tiene la forma:

t2 z2
/ 0 (6q).dzdt
tl zZ1 a

z

Integrando por partes nuevamente tenemos que este término se vuelve:

[ [aqz g ]dt e.11)

En la dltima expresion el primer término es cero pues dq(z1,t) = dg(z2,t) = 0. Finalmente,
si juntamos las dos partes, tenemos:

t2 00%L 00%
[ a5 2 =0 o

Como no se exigieron condiciones muy restrictivas para dq, salvo que sea pequena, el término
entre corchetes debe ser cero, de modo que la condicién de que la integral de accién S alcance
un valor extremo, implica que:

02 007 007 _ 1)
dq Ot dqp 0z dq,

Esta se conoce como la ecuacién de Euler-Lagrange cuando la funcién lagrangiana depende

de funciones con varias variables independientes y de sus primeras derivadas y es de suma

importancia en la fisica tedrica. Para nuestros fines es importante remarcar que lo que hemos

hecho es hallar condiciones que la lagrangiana debe cumplir en la trayectoria que minimiza la

accion. Ahora intentemos obtener un resultado un poco més general.

2.3. Ecuaciones de Euler-Lagrange cuando la lagrangiana depende

de funciones de varias variables y sus n-derivadas

Si suponemos que la funcién lagrangiana depende también de la segunda derivada de ¢
respecto de z, la expresion (2.11) tiene ademds el término

ta Zo 83 aqzz to z2
dzdt =
/n /zl 0q.. Oa / /

dzdt
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que, al integrar por partes se vuelve:

2oy
09)=
/tl laqzz(Q)

donde el primer término es cero. Al integrar por partes el segundo término tenemos que esto

€s:
sloog, |7 [ o
/t1 [& .. (09)- */z (5Q)d751 dt

9.2
- , 022 0q..
vemos que, siempre que se cumpla que

2 B z2 283
0z 0q,

z1 zZ1

(5q)zdz] dt

z2 zZ2 z22

(0q)| =0q):| =-(6q)nz| =0

Z1 Z1 21

en el cémputo final se tendra, para la derivada de orden n en la variable z, el término

to 2 gn 9P
—1)" 5q)dzdt
o [ s

1

por lo que extendemos nuestro resultado de la siguiente forma:

Para una lagrangiana dependiente de funciones de varias variables y sus derivadas, el prin-
cipio de minima accién implica que: Si & = Z(q(2,t), 92,4z, ** s Gmz, qnt) ¥ entonces se debe
cumplir que:

0L 00L 00ZL & 00L& 01 0L
> -1 Sy -

© 0z0q. Ot g 92 9g;. ot dgjy

—_— 2.14
dq 0z 0q, Ot g 0 ( )

=2

2.4. Importancia de la formulacion lagrangiana y el principio de
minima accién

No es el objetivo del presente texto tratar la mecanica analitica aunque, por motivos de
claridad, hemos de hacer breve mencién de algunos problemas cuya resolucién es facilitada por
el formalismo recién visto.

Si consideramos el conocido problema del péndulo simple en dos dimensiones podemos ob-
servar que el movimiento se realiza sobre una circunferencia, es decir, una estructura unidi-
mensional deberia bastar para describir su movimiento. La mecdnica newtoniana en su forma
elemental, sin embargo, requiere descomponer para cada instante del tiempo el movimeinto en
dos componentes perpendiculares si no se quiere pasar por un tortuoso cambio de coordenadas.
La formulacién lagrangiana, por otro lado, nos permite introducir de forma natural un sistema
de coordenadas polares que permite resolver la dindmica del sistema con una séla ecuacion
diferencial ordinaria de primer grado.

Como otro ejemplo podemos considerar el movimiento de un bloque sobre un plano inclinado.
De igual forma, si exploramos el sistema con una perspectiva newtoniana debemos, para cada
tiempo, integrar un par de ecuaciones diferenciales. Si nos atenemos a las bondades de la
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mecanica lagrangiana podemos proponer una coordenada generalizada. Como consecuencia de
tener una restriccién en el movimiento (el plano inclinado), podemos describir este sistema con
una séla ecuacion diferencial y evitar la mitad del trabajo.

Este par de ejemplos triviales muestran la utilidad de la formulacién lagrangiana, pero esto
es sélo lo inmediatamente visible. De hecho, la forma de ver el universo que hemos establecido
tiene implicaciones mucho mas profundas. Las herramientas que recién hemos desarrollado no
son sélo una forma alternativa de describir la mecanica de los sistemas newtonianos, son también
el testimonio de un salto gigantesco en la forma de ver al mundo.

La uniéon de ideas totalmente abstractas con resultados tangibles halla en el desarrollo de la
mecanica lagrangiana un nicho dénde expresarse como no se habia visto antes. El abandono de
la necesidad de un sistema rectangular de coordenadas atestigua la generalidad del método y su
innegable utilidad, mientras que la elegancia de la idea nos muestra la estrecha relacion entre las
matematicas y la existencia fisica. La abstraccién del método fue necesaria histéricamente para
que el concepto de campo fisico entrara de lleno al desarrollo de la fisica tedrica y este concepto
es el pilar fundamental de la visién que se tiene actualmente de la naturaleza del universo.

Los métodos que estamos usando trascienden a la mecédnica, pues a lo largo de la histo-
ria se han observado mas sistemas cuya evolucién puede ser descrita a partir de un principio
variacional y de un sistema de ecuaciones de Euler-Lagrange. Entre las areas que se han bene-
ficiado de tal hecho podemos hallar la 6ptica no lineal, la mecénica cuantica, la relatividad y la
electrodinamica cudntica. Estas ltimas teorias aprovechan la generalizacién de la formulacion
lagrangiana a una teoria de campos.

Aunque acabamos de observar un gran salto conceptual, nuestro camino ha de hacer una
siguiente parada, pues pareciera que la utilidad de la mecéanica lagrangiana es s6lo cambiar las
matematicas necesarias para hacer, en escencia, lo mismo que podiamos hacer con la mecénica
de Newton.

En el siguiente capitulo veremos otra poderosa herramienta matematica que nos ha de ayudar
a desentranar caracteristicas fisicas de los sistemas que a primera vista no son evidentes, pero
antes de eso pasaremos a revisar un tema que nos servira para justificar y guiar este trabajo en
el contexto de un area especifica de la fisica.

2.5. Solitones

Se llama solitén a una onda solitaria que es capaz de propagarse por un medio dispersivo no
lineal sin disperarse (o cambiar su forma), y que recupera su forma atin después de diferentes
colisiones. El nombre de “solitén” fue acunado en la segunda mitad del siglo XX y es una mezcla
del concepto de “onda solitaria” con la terminacion tipica de los nombres de las particulas.
Aunque esta descripcién tiene menos de cien afos, la existencia de solitones fue descrita por
primera vez en 1834 por John Russel Scott [16, 24] quien describié una “gran elevacién solitaria”
o “un chipote en el agua de un canal” (al que él llam¢é al fenémeno “onda de traslacién” y no
solitén) que se movia a gran velocidad y recorrié el canal sin cambiar de forma ni disminuir
su velocidad (En la figura 2.1 se puede observar una secuencia de imagenes de un fenémeno
similar).

Estos fenémenos pueden presentarse en otro tipo de medios no hidraulicos, por ejemplo, los
opticos.
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Figura 2.1: Fenémeno recreado en el “Laboratoire Interdisciplinaire CARNOT de Bour-

gogne, Equipe Solitons, Laser et Communications optiques”, capturas obtenidas del video:
https://www.youtube.com/watch?v=wEbYELtGZwlI

2.5.1. Ecuaciones de onda no lineales

Observemos primero cémo se obtiene una ecuacién no lineal con soluciones ondulatorias.

Para obtener, desde las leyes de la fisica, la conocida ecuacién de onda:
2 2

M(a:, t) = 02%(33, t) (2.15)

ot? x
En esta ecuacién u(x,t) es una perturbacién en alguna propiedad del sistema en cuestién que
depende de las variables x y t. Al plantear matematicamente el problema, es necesario, hacer
simplificaciones en la descripcion del sistema. Por ejemplo, en el caso de las vibraciones de
una cuerda de guitarra (ver figura 2.2) se considera que la amplitud de la perturbacién es lo
suficientemente pequeia para que § << 1y, por tanto, tan(d) ~ sen() ~ 6, lo que permite
llegar a la ecuacién (2.15).

Este tipo de simplificaciones llevan a ecuaciones lineales que obedecen, por ejemplo, el
principio de superposicién (o sea que la suma de dos soluciones necesariamente es solucién) y
en muchos casos facilitan los procedimientos. Sin embargo, si es imposible considerar valida
alguna de las aproximaciones (e.g. si en el caso de la cuerda la amplitud fuera visiblemente
grande) se puede obtener otro tipo de ecuaciones que contengan productos u otras operaciones
entre la perturbacién y sus derivadas. Dichas ecuaciones dardn lugar (si acaso) a fenémenos
ondulatorios que, en general, no obedecen el principio de superposicion.

Por otro lado una perturbaciéon “bien comportada”, puede, en general, ser descrita como
la suma de componentes con diferentes frecuencias. En sistemas que no son tan simplificables,
se puede hallar que componentes con diferente frecuencia se propagan con distinta velocidad
en el mismo medio (cosa que no sucede en la ecuacién (2.15)), a estos fendmenos se les llama
dispersivos.

Si se considera lo anterior, se puede observar que no es un resultado inmediato para medios
descritos por ecuaciones diferenciales no lineales, la existencia de pulsos que no se “deforman”
en su desplazamiento y que resisten a colisiones con elementos del medio u otras ondas solitarias.
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Figura 2.2: Esquema de una cuerda que estirada que, bajo cieras consideraciones, da lugar a
la ecuacién (2.15), recuperado de http://www.math.ubc.ca/ feldman/m256 /wave.pdf el dia 12 de
noviembre de 2015 a las 23:20

- T(x+ Az,1)
./

/./-;/B(:r + Az, t)

Au

2.5.2. Ecuaciones que dan lugar a solitones

Entre las ecuaciones que dan lugar a solitones, podemos encontrar la ecuacién de Korteweg-
de Vries (o KdV, que fue la primera que explic el fenémeno observado por Russel [25]):

Uy + Uppr + 6uu, =0 (2.16)

la ecuacién KdV generalizada:
Ut + Ugze + (uz)p =0 (217)

con p un exponente positivo, y la ecuacién “tipo” no lineal de Schrodinger:
. 1 2
iu, + st + ||ul|*u =0 (2.18)

entre otras. Notemos que todas estas son ecuaciones no lineales y es justamente el balance entre
el término dispersivo y el término no lineal el que da lugar a la existencia de solitones.

La ecuacién (2.18) tiene aplicaciones muy importantes en la dptica y, aunque el nombre
pudiera enganar al lector, no tiene relacién con la éptica cudntica, pues puede deducirse de
las ecuaciones de Maxwell para medios dieléctricos no magnéticos, como se puede ver en [17].
Se hace la distincién “tipo” sélo en ésta ocasién pues la ecuaciéon de Schrodinger usada en
mecanica cuantica tiene las segundas derivadas en la parte espacial y sélo derivadas de orden
uno en la parte temporal. Por compartir la estructura general de la ecuacién de Schrédinger, sin
embargo, usaremos el mismo nombre para la aqui utilizada. En la siguiente seccion, se mostrara
lo importante que es actualmente la ecuacién NLS.
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2.5.3. Solitones opticos en las telecomunicaciones

Las capacidades de transmisién de informacion a través de fibras Opticas, y sus ventajas
con respecto a los sistemas de cables metdlicos, quedan claras si se considera que, cuando en
los anos 80, las fibras Gpticas representaban el 0% [26] de los medios de transporte de datos,
actualmente alrededor del 99 % de los datos transmitidos en el mundo, viajan a través de
cables submarinos de fibras épticas de vidrio [27]. Sin embargo, la necesidad de incrementar la
capacidad de transmision de datos en este medio es gigantesca, lo cual ha obligado a, entre otras
cosas, buscar nuevas formas de aumentar la capacidad de datos en cada senal y a aumentar la
distancia en la cual una senal puede ser transmitida sin necesidad de ser corregida por aparatos
intermedios (cuando la senal ha sido degradada por la dispersion o la atenuacién, por ejemplo).
Entre las ideas que han surgido naturalmente en busca de resolver esas cuestiones, podemos
hallar el uso de solitones Gpticos como portadores de informacién [28, 29]. Para darnos una idea
de c6mo se introdujo este fendémeno al drea de las telecomunicaciones, hagamos un breve repaso
histérico.

Histéricamente, podemos hallar un articulo de 1973 firmado por Hasegawa y Tappert [30] que
presentaba una ecuacién que describia la transmisién de pulsos de duraciéon de picosegundos
en fibras épticas, esta ecuacién se parece a la ecuaciéon NLS pero no es la misma. En 1980
Mollenauer, Stolen y Gordon [31] hallaron que la ecuacién correcta para describir a dichos pulsos
era justamente la ecuacién (2.18), esto fue posible gracias a que, entre otras circunstancias, la
construccién de fibras opticas con vidrio mas puro, permitié construir fibras que facilitaban
el estudio y su posterior uso. Anteriormente se habia hallado que la ecuacién NLS podia ser
resuelta por los mismos métodos que la ecuacién KdV lo que, sumado a otras similitudes, sugirié
la posibilidad de la existencia de solitones Gpticos entre las soluciones de dicha ecuacién [17].
Aunque la posibilidad tedrica estaba dada, fue hasta el trabajo de Mollenauer y compania que
la existencia de solitones en las fibras dpticas se hizo una realidad.

2.6. Ejemplo: lagrangiana para la ecuacién NLS

Mostremos ahora, como un ejemplo, que la ecuacién NLS puede obtenerse de una lagran-
giana. La ecuaciéon NLS, tomando el signo positivo para el término no lineal es:

1
My, + §utt + ||UH2U =0 (219)

Proponemos ahora la siguiente lagrangiana:
L =i(uul — uu®) + uguf — (uu*)? (2.20)

donde nuevamente se u, se refiere a la derivada de w respecto de z, u; se refiere a la derivada
de u respecto a t, e introducimos u* como la notaciéon para el complejo conjugado de u. Para
este caso, en que la lagrangiana depende de dos funciones, v y u* de z y t y la primera derivada
respecto de z y la primera derivada respecto de ¢, la ecuacién (2.14) adquiere la forma:

0L 0 0% 0 0%
u 920w, oiow " (2.21)

sustituyendo aquf la lagrangiana de la ecuacién (2.19), obtenemos:
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2.6 Ejemplo: lagrangiana para la ecuacién NLS

wy — 2uutu* — (=) —up =0 (2.22)

y, al sumar los términos semejantes y tomar el complejo conjugado, se vuelve:
— 2iu, — 2||ul|?u — uy =0 (2.23)
esto, al ser multiplicado por —% queda:

. 1
iz + e+ [Jul*u =0 (2:24)
que es la ecuacién NLS. Al tomar la ecuacién de Euler lagrange, pero ahora con la funcién u*,
se obtiene el mismo resultado.
Habiendo observado este resultado, podemos seguir nuestra exploracién de las herramientas
variacionales. En particular, exploraremos ahora el teorema de Noether.
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Capitulo 3
El teorema de Noether

En el siglo XIX, Amalie Noether presentd, en su articulo titulado “Problemas invariantes de
variaciones” [4] un teorema fundamental en la fisica tedrica. Dicho teorema puede enunciarse
de la siguiente manera [2]:

Teorema 3. A cada transformacion continua de “coordenadas” que deja invariante la accion
de un campo fisico, le corresponde una ley de conservacion.

En este enunciado, el término “coordenadas” puede referirse tanto las variables indepen-
dientes , por ejemplo z y ¢, como a las funciones dependientes que aparezcan en la lagrangiana.

Aunque el enunciado recién expuesto pareciera simple, representa por completo una revolu-
cién en la fisica tedrica. Podemos decir, sin lugar a dudas que es en gran parte responsable de
la importancia actual del concepto de simetria en la fisica.

Cuando se habla de simetrias en la fisica, se estd haciendo referencia a una propiedad
de los sistemas fisicos que no cambian ante alguna transformacién continua o discreta [32]
(aqui podemos entender la relacién del teorema con el concepto de simetria). En este sentido
podemos, en el contexto del teorema de Noether, observar simetrias que implican la existencia
de cantidades conservadas: La simetria ante traslaciones espaciales (o la homogeneidad del
espacio) da lugar a la ley de conservacién del momento, la simetria ante traslaciones temporales
da lugar a la propiedad de conservacién de la energia y la simetria ante rotaciones (o isotropia
del espacio) lleva a la conservacién del momento angular.

Aunque todas las leyes de conservacién enunciadas pueden observarse en la mecéncia clésica,
otras tantas (u otras simetrias, si tomamos al inverso el teorema de Noether) han hecho que una
parte fundamental de la fisica tedrica sea la bisqueda (tanto en la teorfa como en la practica)
de la existencia y no existencia de simetrias en las leyes de la naturaleza y de sendas cantidades
conservadas. Los hallazgos en ambos sentidos han propiciado descubrimientos que marcaron
hitos en el desarrollo de la fisica tedrica. Asi, al observar fenémenos cuanticos, la necesidad de
la preservacién del momento y la energia llevé a Wolfgang Pauli a postular la existencia de
Neutrinos [5], interpretar las cantidades conservadas ante transformaciones de Lorentz llevé a
Dirac a postular la existencia de antimateria [6]; y la busqueda de la simetria ante reflexiones
temporales, de carga y de “paridad” ha resultado en el desecho de teorias sobre la naturaleza
del universo y en la formulacién de, por ejemplo, el modelo estandar de la fisica de particulas
[33].

En otros casos, en sistemas clédsicos ya conocidos, puede usarse el teorema de Noether para
profundizar el andlisis a través de la prediccién de cantidades conservadas. Por ejemplo, en sis-
temas predichos tedricamente, como algunos solitones que pueden describirse con lagrangianas
que dependen de derivadas fraccionarias de algtin tipo, su existencia podria descartarse si no
se conserva la energia segin alguna generalizacién del teorema de Noether.
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3. EL TEOREMA DE NOETHER

Como hemos visto, el teorema de Noether y la formulacién lagrangiana se alzan como un
pilar de la fisica tedrica moderna. Sobre el segundo tema hemos hecho ya un repaso, y para
explorar un poco mads el primero, en este capitulo se ofrece un introduccién al teorema de
Noether y se presenta la demostracion de una versién simplificada.

Por la longitud de la demostracién, ésta se ha separado en las siguientes partes:

1. El teorema de Noether (donde se presenta el enunciado)
2. Enunciado equivalente tras un cambio de coordenadas
3. Condicién equivalente de invariancia

4. Prueba de la existencia de cantidades conservadas

3.1. El teorema de Noether

Aunque Noether no considera explicitamente entre sus hipétesis que el campo fisico en
cuestién cumple el principio de Hamilton (es decir, satisface un conjunto de ecuaciones de
Euler-Lagrange), es una condicién necesaria, como se verd en lo subsecuente.

Antes de enunciar el teorema que se probara, es necesario considerar un ingrediente funda-
mental que consideraremos a continuacion:

Definicién 3.1.1. Sean z := {x1,...,2,} variables independientes y

q:= {ql(x)’ s ,qn(x)}

funciones de ellas y sea un grupo de transformaciones que lleva = y ¢ a las variables indepen-
dientes y := {y1,...,yn} y & un conjunto de funciones de ellas ¢* := {q}(v),..., ¢ (v)}.

Una funcién P es llamada invariante del grupo si existe una relacién:

aq 8261 aq* azq*
Plz,g—,=—,... | =Ply, ¢ —, 5, . 3.1
<x " 0z 922 gy oy )
En particular, la integral I es un invariante del grupo si, para un dominio arbitrario Q:
3(] 82(] aq* 82(]*
I=1/-- —, =, )dr= [ - * —,...)d 3.2
/ Qf(x’q’ax’axf )da / mf(%q TR )dy (32)

siendo 2* el dominio transformado.
Comencemos con enunciar una version simplificada del teoremas:

Teorema 4. Sean x1 y xo variables independientes, q1(x1,x2) y q2(x1,x2) funciones de ellas y

£ = f(ql, 42, 91,21,491,x25, 91,225 - - - s 41, nxo -y 42,215 92,25, 42,225 - - - 7q2,mx2---)
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3.1 El teorema de Noether

una densidad lagrangiana. donde ¢m ny; €s la notacion para la n-derivada de g, con respecto
de x;.

Si bajo las transformaciones

] =x1 + €1

x5 = Tg + €&

qi (77, 25) = q1(w1, 72) + €d1(q1 (21, 72))

¢ (27, 73) = qa(w1, T2) + €p2(q2(z1, 72))

con 1 > € > 0 el pardmetro de la transformacion, &1, & ndmeros reales y ¢1(q1) y d2(q2)

funciones complejas, se cumple que:

S = fo f(fh,Q2,Q1,m1»Q1,z2,Q1,2x2 e Qlnzs 42,215 42,205, 42,225 - - -5

qQ7me2 )d’IldIQ

(3.4)
= [ Jo- £, a5, U Nowyr D20y Wonag - Batr 2wy G2.205
entonces existe una ley de conservacion de la forma:
0Q1 | 0Q2
div =—+—=0 3.5
(Q) 8.%1 8962 ( )

con Q funcion de q1,q2 y sus derivadas.

Este teorema es mds sencillo que el enunciado en un principio, pues al restringir la depen-
dencia de las funciones ¢ y ¢2 y al considerar que & y &2 son constantes, se estan dejando
fuera muchos grupos de transformaciones que si eran permitidas en el enunciado original. Sin
embargo, para los alcances de este trabajo, son suficientes aquellas que se han considerado.
Busquemos ahora cémo reformular el enunciado del teorema 4 de forma que podamos probar
su validez.
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3. EL TEOREMA DE NOETHER

3.2. Enunciado equivalente tras un cambio de coordenadas

Al observar la ecuacién (3.4) podemos ver que cada una de las integrales estdn en funcién
de variables distintas. Observemos con detenimiento qué forma adquieren las funciones del lado
derecho en términos de las variables del lado izquierdo: si observamos (3.3) podemos ver que:

0F oy (@1, 23) = G2 (w1, w2) Gt + egpr Pl Omafpte)

:g (21 xz)—l—eam(qégﬁl’“)) 3‘“%1117?"2)
GF 3 (@, 03) = G (w1, y) + ¢ 22l0pi1:02)) O [ 22) (3.6)
03,01 (7, 05) = 52 (w1, p) + 202(5(1.22)) Duz(r.ma)

* S g2 0¢2(qz2(z1,%2)) 0g2(z1,22)
42,23 ('731 ) x2) Do (73 -732) +e€ 32 2o

Aqui se tienen las expresiones para las funciones transformadas de las variables transforma-
das, en funcién de las funciones originales de las variables originales (las expresiones para las
derivadas de orden mayor son similares y todas lineales en ¢)

Ahora observemos el lado derecho de la integral (3.4) y hagamos un cambio de coordenadas
x7 — x1 x5 — x9. Para hacer esto, es necesario expresar las funciones en las nuevas coordenadas,
cambiar el dominio y multiplicar el integrando por el jacobiano de la transformacién. El dominio
0* se transforma en (2 pues las transformaciones (3.3) son invertibles, y el jacobiano es 1 pues:

oz ox] 1 0

J=|% %o =1 (3.7)
oz oz
axi 812 0 1

Por tanto, y considerando las transformaciones (3.3), tenemos que el lado derecho de la
integral (3.4) se puede expresar como:

* * * * * * * * * * * *
I Jo- g(%aQQ>Q1,m;7Q1,I;7‘J1,zz; Q1 nzy e @y 92,030 92,225 - - 7q2,mz§"')dm1dm2
_ 99 (o1
=[ oL (a1 +ebr, qrm + €520y, Qs + €5 Q1 0y (38)

q2 + 6¢27 q2,zl + 6%‘]2,1:17(]2,&@2 + e%qugv ceey )dxldl'Q

con lo que hemos expresado la condicién de invariancia (3.4) en una ecuacién equivalente que
tiene el mismo dominio y las mismas variables en ambos lados.

3.3. Condicion equivalente de invariancia

Hasta el momento no se ha conseguido mucho, pues sélo se ha expresado la condicién de
invariancia requerida por el teorema en una forma ligeramente distinta, pero esto no nos aporta
muchas ventajas operacionales. Procedamos ahora a observar la ultima expresién, y notemos que
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3.4 Prueba de la existencia de cantidades conservadas

Z dentro de la integral estd evaluada en los argumentos ¢i, ¢1,z,, 92,2, ... cada uno aumentado
por un término muy pequenio (el pardmetro de la transformacion y el generador infinitesimal).
Esto nos hace pensar en expresar la funcién como su expansién en serie de Taylor.

Por un procedimiento que consiste en tomar una expresiéon en serie de potencias de la
lagrangiana modificada, tenemos que el miembro derecho de (3.8) se puede expresar como:

//Z(QlaQQ7q1,:E17Q1,fc27q2,z17q2,fc2~~-)dzldx2+//5$dz1dz2+//O(Gz)dzldIQ (39)
Q Q Q

donde hemos definido la variacién de la lagrangiana, 0.7, como la parte lineal de la expansién
de la funcion lagrangiana y el tercer término, que en lo siguiente no consideraremos, es de orden
de magnitud €.

Considerando lo anterior, la condicién de invariancia ahora luce de la siguiente forma:

fo g((haQQaql,zlvql,rqu,zlaq2,x2~~~)dxld‘r2 = fo g(qlaq27q1,z17Q1,r27q2,117q2,r2“~)
d$1d$2

+ f fQ 0.Ldx1dzs

Como el miembro de la izquierda es igual al primer miembro de la derecha, se sigue que la
condicién de invariancia es equivalente a:

// 0.Ldx1dxe =0
Q

Ademés, como por hipétesis el intervalo de integracién es arbitrario, el integrando debe de
ser idénticamente cero, esta condicion se reduce a:

5L =0 (3.10)

3.4. Prueba de la existencia de cantidades conservadas

En la dltima seccién vimos que la condicién de invariancia se reduce al pedir que la varia-
cién de la funcién lagrangiana sea idénticamente cero. Calculemos pues qué forma tiene dicha
variacion.

Recordando que §.Z era la parte lineal de la expansiéon en serie de Taylor de la lagrangiana,
podemos expresarla como tal:

0L 0L 0. 0L 0L
—d0x1 + — 0o + —0q1 + 7(5(]1,11 + ﬁ
2

S0 =0
O0x1 Oz oq 91,2, o

Como la lagrangiana satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.14), podemos sustituir
en la expresién anterior las ecuaciones:
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3. EL TEOREMA DE NOETHER

8 8L

8% _ 9 9L 8 8%  9* sy
0x3 9q1 225

dq1 — Oz1 0q1,e 0x2 Oq1,2,  Ox7 0q1,20,

o8 _ 9 a¥ | o 0% _ & o% _ 9 _oF
9q2 0r1 092,20, 0x2 092,a4 0z% 992,22, 022 992,224

con lo que obtenemos, después de considerar que dq1 ngy = %éql Y 042, maz; = am 5q2.

0 2%5 1 + 835332

90 0% 9 ez _ 9 o8y _ 9 0% 0L 0
+ {311 091,z + 0x2 0q1,x4 0z2 9q1 24, 023 991,22, + ] 5(]1 + 9q1,2, Ox1 6q1 +

o0 _0% o _ 0% 3 % 92 0L 0
-2 o, +- }6q2+8q27118—m5qg+--~

+ |:8:1:1 092,24 Ox2 9G2, 2 82% 092,22, 31’2 8q2 2xq

Después de reagrupar algunos términos, esto se puede ver como:

51’1 + a;’f (5%2

2 dq1 + 8 aimldql} + [522 041,y 01 + 3111 xg 3962 0q1 }

+ Oz 8111 zq

9 o
+ 0g2 + 5o5 3715@} + [612 Do 002 + o 50,042 }

Oz 3fI2 xq

2° _ 02
0g2 — 922 992 22 26Q2] o

[
+ {aq1 Py~ 5‘11 a; 6q1 Py~ 5‘11]
[
+ [

092,22, 6w2

Si identificamos los términos entre corchetes con derivadas de productos, entonces podemos

escribir esta ecuacién como:

0=3Z0x + $Zbxs
9 0L 9 9 0L o 0L 9
+3:C1 (3Q1 6q1) + 0582 (8Q1,m2 6Q1> T Om2 [Bxg (3(]1,2z2 6q1)} + Ox |:3Q1,2m2 Ox2 (Squ| o

9 9 9 0L o 0L
Fou <3q2 5‘12) + 75 <6qzz 5‘12) 7 {672 (amm 5‘12)} + 5az [an o Des 5612} +oo

Hagamos un nuevo reacomodo de términos, usando esta vez el criterio de agrupar las deri-

vadas respecto a cada variable independiente:

0 =5Z 01 + 52 [8(]1 001 + 50, 5‘12]

0L o] 0L o] 0L o) <
+52,0%2 F 55, [aql 041 + gy, 092 ~ 5, (aql,m 5q1) ~ %0 (aqz,zzz 5q2)

9
+ 3$26q +6Q22 53626(]2'“}

8(11 2z
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3.4 Prueba de la existencia de cantidades conservadas

Como paso final recordemos, de la forma original de nuestras transformaciones (3.3) que
dx1 = €€ y dxo = €€a, por lo que la condicién de invariancia finalmmente implica que:

68%1 {513"' 1&11 . dq1 + &;%) 6q2]
1 0% 1.0 8% 1 0% 9
661,2 529‘2 + € 0q1,24 6q € (8712 6(11@2) 5Q1 + < 39120, a—lzéql — 4
1 8L 1 o 0% 1 0% 5 _
€ 892,25 0q2 — = (aTz 3q21m2) 0g2 + < Barons 8725(12 .. ] -0
Si ahora definimos:
1 0% )
Q1:=c¢ {&ﬁ + - oqn + 5q2} (3.11)
€ aql,zl 8(]2@1
y
2 £2$+ i@ql 5(]1 B % (% Oq, ) 6(1 + € 8(11 2 3z2 5(]1 -+
y N . (3.12)
1 02 1( 0 ox 9
P. 0% " e (672 95 12) Sga + 2 8q2 L0 0az

la condicién 6. = 0 toma la forma:

0 0
8901 (9!)32
con lo que queda demostrado el teorema.
Podemos observar que si integramos la ultima expresion en x; obtenemos:

ZL’l 8 ZL’%
— dr1 =0
+a2/£} Qadzy

por lo que si Q1 (22, 22) = Q1(z},22) = 0, la integral no depende de x5, es decir, se conserva en
todo el intervalo.

Finalmente, se ha logrado hallar una herramienta poderosisima que exhibe las ventajas de la
formulacion lagrangiana en la fisica, y ademas lo hace de una forma sumamente elegante. Nues-
tro objetivo, en adelante, serd extender estas herramientas a sistemas descritos por lagrangianas
que dependen de un nuevo tipo de derivadas: las derivadas fraccionarias.

@1
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Capitulo 4
Derivadas fraccionarias

Como parte central de este trabajo nos propusimos extender los resultados presentados
en los capitulos anteriores, considerando sistemas descritos por lagrangianas que dependan de
funciones con varias variables independientes y sus derivadas de orden entero y fraccionario. Es
menester, pues, presentar el concepto de derivadas fraccionarias, justificar su estudio y observar
algunas propiedades que nos ayuden a lograr nuestro cometido. Este capitulo se dedicara a
dicha tarea, que serd presentada con el siguiente orden:

= Presentacién de la idea y breve exploracién histérica

= Definicién y algunas propiedades de las derivadas fraccionarias de Griinwald-Letnikov

Esta estructura se considera 1util pues no existe una definicién tnica para el operador de
derivada de orden arbitrario, por lo que es importante, después de mencionar la variedad de
definiciones, enfocarse en un solo tipo de derivadas antes de presentar las derivadas fraccionarias
centradas de Duarte-Ortigueira.

4.1. Presentacion de la idea y breve exploracién histérica

Tradicionalmente y desde los origenes del cédlculo diferencial, existe la nocién de derivacion
de ordenes mayores que uno. Esta nocién corresponde a aplicar el operador derivada varias veces
a una misma funcién, es decir: si D es el operador derivada, entonces D" = D(D(D(...(D)))) es
el resultado de operar n veces y, si f es una funcién a la que se pueda aplicar dicho operador,
entonces D™(f) es la derivada de orden n de la funcién f.

La idea de tener una derivada de orden arbitrario (a lo que por razones histéricas se le ha
llamado derivada fraccionaria), consiste entonces en permitir al indice n tomar cualquier valor
de la recta real (conjunto al que nos limitaremos en esta tesis) o cualquier elemento del conjun-
to de los complejos. Esta idea surgié desde los albores del célculo, pues hay evidencia de que
Leibniz en sus intercambios con L’Hopital, Euler, Riemman o Liouville trataron el tema desde
el siglo XVII [8, 10]. Diferentes enfoques han llevado a numerosas definiciones de lo que puede
llamarse una derivada fraccionaria, y en la tabla 4.1, tomada de [15] se muestran algunas de ellas.

Las primeras 4 definiciones hacen uso de una integral de orden arbitrario n (definiciones de
este operador se hallan en la bibliograffa atribuidos a Cauchy [8, 15]) y de la interpretacién de
la integracién como un procedimiento inverso a la derivacion. Informalmente pueden entenderse
las definiciones de Riemann-Liouville como una aplicacién sucesiva de una integral fraccionaria
y una derivada de orden entero, asi, si se deseara calcular la derivada de orden 1.5, se podria
aplicar una integral de orden 1/2 seguida de una derivada de orden 2.
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4. DERIVADAS FRACCIONARIAS

Derivada Definicién

Riemann-Liouville izquierda — D“¢(t) = F(%_a)% ftb o(t)(t — 7)) " tdr

Riemann-Liouville derecha Deg(t) = AL A ) (¢ — 7)oty

F(n—a)dtfﬂ a
Caputo izquierda De¢(t) = ﬁ Uot ¢(n)(7)(t —7)% = 1d7—}v 7>0
Caputo derecha D>¢(t) = I‘(ia) Utoo oM (r)(t —7)* — 1d7]> 7>0

S o (= DF (%) b(t—kh)
Jr

@

Griinwald-Letnikov izquierda To(t) = limy 0

. oo (=1)* (%) p(t+kh)

@

Griinwald-Letnikov derecha ~ D%¢(t) = limy, 0

Tabla 4.1: Lista de algunos tipos de derivadas fraccionarias, donde o« € R>_; y n € N.

La definiciéon de Caputo emplea la misma idea pero intercambia el orden de las operaciones,
aplicando el operador de derivacién antes de la integracién.

Por otro lado las definiciones de Griinwald-Letnikov generalizan las expresiones de la deri-
vada de orden entero como un limite de diferencias finitas hacia atrds y hacia adelante. Este
método tiene como ventajas las facilidades para el cémputo y una construccién matematica-
mente mas sencilla.

Como puede verse, estas expresiones no son necesariamente equivalentes y su uso dependera
de las ventajas de cada una en cada caso particular.

4.1.1. Ecuaciones diferenciales fraccionarias en la fisica

Una parte fundamental de este trabajo es ver de qué manera se pueden utilizar las ecuaciones
diferenciales fraccionarias (o ecuaciones diferenciales en donde aparecen derivadas de orden
entero y fraccionario). Sobre este asunto vale la pena recordar que las leyes fundamentales de la
fisica se suelen presentar en términos de ecuaciones diferenciales con derivadas de orden entero,
y por lo tanto cualquier problema fisico que quiera describirse a partir de primeros principios
tendra forzosamente sélo derivadas de orden entero.

Existen, sin embargo, problemas en la fisica que no pueden resolverse analiticamente a par-
tir de primeros principios, por ejemplo, problemas donde hay una gran nimero de cuerpos con
interacciones entre dos o mas de ellos que no permiten, al menos en la practica, un tratamiento
analitico. Este tipo de problemas podemos encontrarlos, en el area de biofisica, en la ciencia de
polimeros, en la termodindmica [10], la fisica estadistica de fenémenos no markovianos (fenéme-
nos que tienen “memoria”) y en otras dreas donde se presentan fenémenos altamente no lineales
donde la descripcién es muy dificil o tiene que pasar por la consideracion de fuerzas disipativas
que implican la no reversibilidad de algunos procesos [34].

En estas dreas suele hallarse la necesidad de buscar funciones que al modificar las ecuaciones
obtenidas de primeros principios ajusten los resultados numéricos o analiticos a los resultados
experimentales. En esta buisqueda, han demostrado ser ttiles las derivadas fraccionarias. Incluso
en algunos casos, han emergido naturalmente antes de que se notara la relacién con el concepto
de derivada fraccionaria (tal es el caso de la aparicién de las derivadas fraccionarias de Riemann-
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4.2 Definicién y algunas propiedades de las derivadas fraccionarias de Griinwald-Letnikov

Liouville en el caso de la ciencia de los polimeros, como se puede observar en el capitulo 6 del
libro editado por Hilfer [10]).

En el caso de la éptica no lineal, se han podido hallar interesantes aplicaciones pues se
han hallado ecuaciones diferenciales fraccionarias que dan lugar a solitones 6pticos, como los
hallados por Fujioka [19] usando las derivadas de Griinwald-Letnikov o por Velasco [20] usando
las derivadas de Duarte-Ortigueira.

En ambos trabajos se busca observar la existencia tedrica de solitones 6pticos en ecuacua-
ciones que resultan de generalizar la ecuacién no lineal de Schréodinger agregando derivadas
fraccionarias. En otras generalizaciones de dicha ecuacién pero conteniendo sélo derivadas de
orden entero, ya se habia encontrado dicho fenémeno [35]. [20]

En el presente trabajo se busca extender la utilidad de estas derivadas ampliando el alcance
de lo obtenido para las derivadas fraccionarias de Duarte-Ortigueira (la definicién de dichas
derivadas fraccionarias no figura en la tabla anterior y se presentara mds adelante) al extender
algunas herramientas como el teorema de Noether y las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Resultados similares a los que se buscan en este trabajo se han hallado usando las definiciones
de Riemann-Liouville [12, 13, 34, 36], Griinwald-Letnikov [37] y de Caputo [11] pero no usando
las derivadas definidas por Duarte-Ortigueira.

Siguiendo a Duarte-Ortigueira [15], examinaremos las derivadas fraccionarias de Griinwald-
Letnikov pues para una gran cantidad de funciones resultan equivalentes a las de Riemann-
Liouville, Caputo o Marchaud [9], ademds de que la construccién de las derivadas de Griinwald-
Letnikov es cercana a las derivadas fraccionarias de Duarte-Ortigueira, lo que facilitara el tra-
bajo futuro.

4.2. Definicién y algunas propiedades de las derivadas fraccionarias

de Griinwald-Letnikov

La derivada fraccionaria izquierda de Griinwald-Letnikov de orden « de la funcién f en el
punto 2, D\* f(z) se define como sigue:

Definicion 4.2.1. k( )
(@) o o (=DR () f(x — Kh)

(4.1)

y la derivada fraccionaria derecha de Griinwald-Letnikov de orden « de la funcién f en el punto

(2), Dgla)f(:lc) como:

wD((io‘)f(x) = fllli)I%) Zzio(_l)kh(g)f(x + kh)

(4.2)

donde « > 0, el subindice , a la izquierda indica que la derivacién es en esa variable, y se ha

definido (‘g) de la siguiente forma:

a\ Ma+1)
(k> T T(k+D(a—k+1)

La razén de la forma de estas definiciones es entendible si observamos la definicién de
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4. DERIVADAS FRACCIONARIAS

derivada de primer orden:

d _ o f@) — flz—h)
2/ @) = Jim h

Este limite es equivalente a:
d _ St h) - f(x)
%f(l‘) o h—0 h

y podemos observar que la primera sélo toma valores a la izquierda del punto x y la segunda a
la derecha. La aplicacién reiterativa de dichas definiciones se puede expresar como [38]:

=0 (=DM () f (@ + kh)

dac”f( z) = lim hn
" e oneo(=D)F(7) flx — kh)
(@) = (=1)" I h,’f

respectivamente, con (}) el coeficiente binomial tipico, de forma que las definiciones 4.1 y 4.2
se entienden como generalizaciones naturales considerando que la funciéon gamma, evaluada en
n € N cumple I'(n + 1) = nl!

Mencién especial merece el cambio en los limites de la suma. En el caso de que a sea un
numero natural, la serie es finita pues todos los términos después de (z) son cero, recuperando
la definicion de la derivada de orden entero. Se sabe, ademads, que para a > 0 la serie siempre
converge si la funcién f tiende a cero cuando x — co y  — —oo [39]

4.2.1. Propiedades

En los textos de Samko et. al [39] y Duarte [15] se puede hallar la prueba de las siguientes
propiedades de las derivadas fraccionarias de Griinwald-Letnikov:

DY [f(x) + g(x)] = DY f(x) + D g(x)

D g(ax) = a® DY g(7)]

T=ax

D g(~z) = (~1)* DY g(r))| (4.3)

T=—x

D;“>[¢<x>w<x>1 =300 (2)pple=m)(2)
I 9@)DS f(2) = %2, f(2)D{g(x)

Las propiedades mostradas y la facilidad de cémputo de la definicién dotan de utilidad a la
derivada de Griinwald-Letnikov en diversas dreas tales como el andlisis de sistemas lineales [15,
40], pero hay algunas situaciones fisicas en que el hecho de que cada derivada sélo tome valores
a un lado del punto de evaluacién, parece no ser ideal. En el siguiente capitulo, presentaremos
un nuevo tipo de derivadas necesarias para seguir la exploracién del tema, pero antes sigamos
explorando el ejemplo de la ecuacién NLS.
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4.3 Sistemas no lineales de Schrodinger generalizados y fraccionarios

Para continuar con el ejemplo del capitulo 2, exploremos un poco més sobre la ecuacién
NLS y los solitones 6pticos, y observemos algunas versiones diferentes de la ecuacién NLS:

4.3. Sistemas no lineales de Schrodinger generalizados y

fraccionarios

La ecuacién NLS (2.19) es 1til para describir pulsos de picosegundos, en la escala temporal
y de amplitudes “pequenas”. Si se quiere describir sistemas en menores escalas temporales y de
m4s altas potencias, es natural que aparezcan més términos dispersivos (i.e. derivadas de mayor
orden en la variable “transversal”) o términos no lineales de més alto orden [26]. Se ha hallado
que este tipo de ecuaciones también tienen como solucién solitones épticos [18], a continuacién
se muestra un ejemplo mencionado en [19]:

ot

0
2L e(a)eD%u + e

0z

Esta ecuacién, donde ;D“u es la derivada de orden fraccionario o con respecto a t y € es

una funcién real, tiene solitones como soluciones cuando o« = 2 y a = 3. Este hecho sugiere,

para Fujioka, que puede existir una ecuacion fraccionaria donde la derivada esté entre el orden

2 y 3, que presente soluciones con forma de solitén. En el mismo articulo [19], podemos hallar
que la ecuacién:

+ ul*u — [lul|* =0 (4.4)

@ 0*u

o, Te@Du+ o + l|u)l?u £ sin(am)||ul|* Yy — |Ju|* =0 (4.5)

i
con « entre 2 y 3, € una funcién compleja y

D%u(z,t) := - [[Diu(z,t) + (=1)*,Dgu(z,t)]

DO | =

definida en términos de las derivadas izquierda y derecha de Griinwald-Letnikov, tiene soluciones
estables tipo “solitén”

Observando este ejemplo podemos ir imaginando una aplicacién para las derivadas fracciona-
rias centradas, pero hemos de avanzar un par de capitulos més para concretarlo. Acerquémonos
al objetivo presentando las derivadas fraccionarias centradas.
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Capitulo 5
Derivadas fraccionarias centradas

En este capitulo presentaremos una clase de derivadas fraccionarias que tienen relativamente
poco tiempo de existencia, y que es escencial para el entendimiento de los siguientes capitulos
de este trabajo.

Exhibiremos los puntos que se consideran mas importanres para el desarrollo de los siguientes
capitulos con la estructura que se muestra a continuacién.

= Motivacion y definicién de las derivadas fraccionarias centradas de Duarte-Ortigueira
= Propiedades de las derivadas fraccionarias centradas

» Ejemplo de aplicacién (En donde se usan los puntos anteriores para mostrar una ecuacién
diferencial fraccionara y su solucién)

5.1. Motivacion y definiciéon de las derivadas fraccionarias centradas

de Duarte-Ortigueira

Las derivadas fraccionarias centradas extienden la idea de definir una derivada de orden
fraccionario al generalizar la definicion de la derivada como el limite de un cociente de diferencias
finitas. Hemos de recordar que en el capitulo anterior, se generalizé la aplicacién sucesiva de los
siguientes limites:

d e Jl@) = flx—h)
2! @) = Jm h
4 g T2 D) = @)
dx h—0 h

dando lugar a las definiciones de las derivadas fraccionarias de Griinwald-Letnikov y se hizo
notar que una de las dos definiciones toma valores “a la derecha” del punto de evaluacién y
la otra de ellas a la izquierda. Esto implica una dependencia de la derivada fraccionaria en
una de las dos direcciones a partir del punto, no ambas. Lo anterior puede ser beneficioso
para describir procesos que dependen de momentos anteriores (si la variable independiente
corresponde al tiempo y la derivada tomada es la izquierda) o que dependen de sus alrededores
en una direccién especifica. Sin embargo, existen procesos que espacialmente no dependen de
una direccién especifica, sino de todos sus alrededores [15]. Entre este tipo de fenémenos estan
los de difusién, pues se halla en la bibliografia que procesos super o subdifusivos se han descrito

31
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apropiadamente con ecuaciones diferenciales fraccionarias [41]. Estas consideraciones sugieren
voltear a ver el siguiente limite:

que es igualmente equivalente para las funciones diferenciables pero tiene la caracteristica de
tomar valores a la izquierda y a la derecha del punto de evaluacién.
La aplicacién repetida N veces de la diferencia anterior se puede expresar como [14]:

N/2

o , (—1)*T(N + 1) f(z — kh)
g /(@) = Jim 2 )Y k__ZN/Q T(N/2+k+1)I(N/2—k+1) 6-1)

si N es un entero par positivo y:

(N+1)/2 (=D*T(N + 1) f(z — kh + h/2)

el T D DR (3 e =T (R

(5.2)

si N es un entero impar positivo.
Por lo tanto, cambiando N por «, donde a > —1, se pueden dar las siguientes definiciones:

Definicion 5.1.1.

> (=D T (a+ 1) f(z — kh)

D5 (@) = lim 2o (-1)°/2 k;@ Tla/2+F+ D002 —k + 1) (5:3)
Definicién 5.1.2.
N 1 S (=D)*T(a+1)f(z — kh + h/2)
2Di @) = Jim 52(=1) k:z_:oo TatD)2—Ft ) @-12+kzy 9

Y llamamos a Dy f(x) la “derivada par” de f con respecto de z y a , D' f(z) la “derivada

impar” centrada de orden fraccionario. Duarte Ortigueira no considera los factores (—1)*/2 y
(—1)(0‘_1)/ 2. pero estos factores constantes no afectan las propiedades que se enunciardn maés
adelante. Las definiciones correspondientes sin dichos factores, son llamadas derivada de tipo
uno y derivada de tipo dos, respectivamente. En este trabajo se han conservado dichos factores
siguiendo a [20] con el fin de recuperar las definiciones de las derivadas enteras en los casos en
que « tome esos valores.

Por su construccion, se esperaria que la derivada par tuviera mayor relevancia fisica cuando
el entero mas cercano a « sea par, mientras que la derivada impar deberia ser mas relevante
cuando el entero mas cercano a « fuera un niimero impar.

Por otro lado, definiciones anteriores permiten probar las siguientes propiedades:
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5.2. Propiedades de las derivadas fraccionarias centradas

Entre las propiedades mas importantes de las derivadas fraccionarias centradas podemos
hallar las siguientes:

Dg[f(x) + g(x)] = Dy f(x) + Dyg(x)

D¢ [f(z) + g(z)] = D$ f(x) + Dgg(x)
DH{Dg f(x)} = —Dg*P f(x) (5.5)
D{DS f(w)} = Dgto f(x)
D{Dyf(2)} = Di*P f(x)

Ademsds, se puede mostrar [15] que la transformada de Fourier usual cumple que:

F[Dgf(x)] = (=1)*/2[¢|" F(€)

F[Dg f(x)] = =(=1){*" /20 [¢]* sgn(&) F (€)

(5.6)

donde F'(£) es la transformada de Fourier de la funcién f(z), ¢ es la unidad imaginaria y sgn(§)
es la funcién signo evaluada en €.

Mostremos ahora un par de relaciones que se cumplen para los dos tipos de derivadas
presentadas. Estas relaciones se usaran en la siguiente seccién. La primera de ellas es:

oo

7 fD2gdt = / gDC fdt (5.7)

— 00

Para demostrar esta relacién hemos de suponer de entrada que las integrales convergen en
el intervalo (—o00,00) ¥, siguiendo a Velasco [20] definiremos:

(—1)" P(a+1)
T(a/2+k+ DD (a/2 —k+1)

ka =
por lo que al sustituir la definicién se obtiene:
oo o0 1 0o
/ Dy gdt = / f(%t)h*a Z W, ()g(z,t — kh)dt
— 00 oo k=—oc0

y al intercambiar la suma y la integral, cambiar k por —k (lo que estd permitido pues la suma
es sobre todos los valores de k) y hacer el cambio de variable t; = t + kh, lo que deja sin
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modificacion las diferenciales, se obtiene:

oo

/fD;;gdt:hia > /f(z,t1—kh)Wpfk(a)g(z,tl)dtl

—o0 k=—0c0_o

y volviendo a intercambiar la suma y la integral, ademds de notar que el coeficiente W, es
simétrico ante cambios de signo del indice k, tenemos:

oo [e'e] 1 0o
/ Dy gdt = / e Z g(z, )Wy, ()g(z,t — kh)dt
YN k=—o00

— 00

que es justamente la expresion de:
o0

/ gDS fdt

— 00

Por lo que la propiedad queda demostrada.
La pentltima propiedad a mostrar es la equivalente para la derivada impar:

70 fDYgdt = — 7 gD fdt (5.8)

— 00
La demostracion de esta propiedad es andloga, definiendo

Ia+1)
((a+1)/2—k+1)I'((a—1)/24+ k+1)

Wik = (71)161_‘

con la particularidadd de que el coeficiente W;, es antisimétrico ante cambios de signo del indice
k, lo que da lugar al signo negativo en la ecuacién (5.8).

5.2.0.1. Condiciones para la satisfaccion de las igualdades recién probadas

Aunque podria hacerse un andlisis mucho més intensivo de las condiciones que deben cumplir
las funciones f y ¢ recién utilizadas en la prueba de las relaciones (5.7) y (5.8), podemos
vislumbrar algunos requisitos para su cumplimiento.

Al hacer la demostracién, es muy importante notar que tanto en la suma como en la integral,
los limites son —oo e 0o, por lo que implicitamente estamos asumiendo que la suma converge para
las dos funciones (g y f), lo que de hecho es un requisito natural para poder decir que la derivada
fraccionaria centrada existe. Adicionalmente se debe notar que es un requisito que las integrales
sean finitas cuando el intervalo de integracién se hace infinito. Con estas consideraciones, es
posible descartar funciones que hacen que la integral crezca indefinidamente, por ejemplo.
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5.3. Ejemplo de aplicacién

Con el objeto de mostrar un ejemplo de ecuacién diferencial fraccionaria (también llamada
FDE o EDF) en donde la derivada fraccionaria usada sea una de las derivadas centradas de
Duarte-Ortigueira, se resolvera a continuacion la ecuacion de difusion sustituyendo la segunda
derivada espacial por una derivada fraccionaria y se observard el efecto que esto tiene en la
solucién cuando se usan diferentes érdenes de derivacién cercanos a dos.

La ecuacién de difusién en 1D con coeficiente de difusiéon constante es:

0 0?
5¢(x,t) = D@q)(x,t)
donde D es el coeficiente de difusién y ®(x,t) puede representar, por ejemplo, una densidad en
el punto x al tiempo t.
Manuel Duarte utiliza lo que él llama “derivada centrada de tipo 17, , D¢ que se relaciona
con la derivada centrada par de la siguiente forma: (—1)2 ,D% = Dy Como se puede ver de
dicha relacién y de (5.6), la transformada de Fourier de la derivada de clase 1, seria:

FoDg f ()] = [€]" F(£) (5:9)

Y podemos notar que, cuando o = 2, D% f(z) = f%f(:r), de esta forma, podemos
proponer una ecuacion de difusién modificada.

Si sustituimos la segunda derivada espacial por una derivada de clase 1 de Duarte-Ortigueira
y un factor -1, la ecuacién anterior se convierte en:

%@(m,t) =—D ,D%®(x,t) (5.10)

Si aplicamos la transformada de Fourier de toda la expresion en la variable x, tenemos que
la expresién anterior implica:

0 . o
5860 = —DIg b, (5.11)

donde ®(&,t) es la transformada de Fourier (respecto a x) de la funcién ®(z,t)
Esta expresién es una ecuacién diferencial para la transformada ®(£,¢) que tiene como
solucién:

(¢, 1) = A(E)exp(~ [¢]" Dt) (5.12)
Si en t = 0 la funcién original tiene la forma:
2
O(x,0) = exp(—x—)
Zo

entonces, por ser la funcién anterior una gaussiana, la transformada (que también es una gaus-
siana), al tiempo cero tiene la forma:

o(¢,0) = \/Zexpu%oﬂ)
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Por lo tanto, tras evaluar (5.12) en t = 0, se deduce que A(§) = ,/z—z()eacp(—f2x0/2), lo que

implica que:

B(g,1) = |/ Zeap(—€2no/2)eap [ |¢|* DY

— x—zoexp [—§2x0/2 —€1” Dt]

(5.13)

Como siguiente paso en la solucién de la ecuacion diferencial original, hemos de aplicar la
transformada inversa de Fourier de toda la expresion anterior. Esto tiene la forma:

1 (2 T .
O(z,t) = 2\ 20 / exp(ix)exp [—&%20/2 — €| Dt] d€ (5.14)
por lo que:

8o 0) =2 T eapl€a/2— " (DO)cantisa)ie -

=L \/g_jo exp(—&2x0/2 — €| (Dt))(cos(&x) + i sen(Ex)dE

Si tomamos la parte real de esta expresion, y dividimos en dos la integral para hacer explicito
el valor de [¢], la solucién de la ecuacién (5.10) es:

Dla,t) = /2 [L exp(—€220/2 + €2(DH)) cos(Ex)de -

+ :foexp(—§2mo/2 — £¥(Dt)) cos(&x)dE

Al resolver numéricamente esta integral usando el software Wolfram Mathematica para los
valores @ = 1.9, « = 2 y a = 1.1, se obtienen las tres ®(z,t) que se muestran en la figura 5.1:
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Figura 5.1: Solucién de la ecuacién diferencial fraccionaria para diferentes valores de «

¢t)(0. 1, t) vs tiempo para diferentes 6rdenes de derivacién a
]-;

®(.
L1k
10
: a=2
09 : a= ].9
i a=21
08[
07L
i I I I I 1 I I I I 1 I I I I 1

P B |
4 Tiempo

Como se puede observar, la variacién en el orden de derivacién da lugar a procesos difusivos,
con la tasa de variacién de la concentracién, diferente para cada orden de derivacién, haciendo
de las derivadas fraccionarias centradas una herramienta con potencial aplicacién en el area
mencionada por Chen [41]. Para buscar otro tipo de aplicaciones, en los siguientes capitulos se
tratard de generalizar herramientas variacionales usando derivadas fraccionarias centradas.
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Capitulo 6

Ecuaciones de Euler - Lagrange para
derivadas fraccionarias centradas

En el capitulo anterior se presentaron las derivadas fraccionarias centradas de Duarte-
Ortigueira. Con el objetivo de seguir en la exploracién de su utilidad, ahora se obtendra un
conjunto de ecuaciones de Euler-Lagrange para lagrangianas que dependen de funciones de una
variable independiente y sus derivadas enteras y fraccionarias de tipo par e impar. La estructura
del capitulo es la siguiente:

s Ecuaciones de Euler-Lagrange para lagrangianas que dependen de funciones de una va-
riable independiente y sus derivadas enteras y fraccionarias

= Aplicacién para una ecuacion tipo NLS

6.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange para lagrangianas que dependen
de una funcién de dos variables independientes y sus derivadas

enteras y fraccionarias

En esta secciéon abandonaremos la notacién que usamos en el Capitulo 2 y usaremos una
que corresponda al caso de la propagacion de luz en una fibra éptica, de forma que podamos
seguir trabajando con el ejemplo de las ecuaciones tipo NLS generalizadas. En la descripcién de
una fibra optica, las variables independientes son z, la longitud recorrida en una fibra éptica y
t, el tiempo. La variable z la trataremos como semi-infinita y la variable ¢ se considera infinita,
pues en los problemas en los que se describe la propagacion de pulsos luminosos en fibras
Opticas se considera frecuentemente que la condicion inicial es conocer la intensidad de la luz
en z = 0 y para todo tiempo (i.e. para —oo < t < 00). Con estas consideraciones tenemos que
la lagrangiana es de la forma:

<z :"g(uaumut,"' 5th(u)7tD?(u)) (61)

Con esta lagrangiana, y usando razonamientos parecidos a los usados en el Capitulo 2, la
condicién de extremalidad 6 [ [(¥ Zdzdt = 0 implica:

I 0T |55 0u+ 55 6u. + G ou + - +
(6.2)

%5@?(@ + %CW?(U) dzdt =0
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CENTRADAS

Ahora, de nueva cuenta hemos de acudir a la linealidad de la derivada, lo que nos permite
utilizar que: du; = %éu, ou, = %(M, y relaciones similares para derivadas enteras de orden
mayor y orden fraccionario.

Recordando el resultado del Capitulo 2, podemos separar la tltima integral en dos:

oo 0L 9 0% 0 0% m i 9 0L n 87
I {W — 3500 —wioe T imi (") 'sama + ijl(—l)J 57 3 } Sudzdt+

(6.3)
N [apa?? Dy (ou) + aDZ?()u) D“((Su)} dzdt =0

Observemos el segundo término, intercambiando los limites de integracién (pues son z y
t Variables independientes) y consideremos, segun lo mostrado en el capltulo anterior, que

I gt)dt = [7_ g(t)Dy f(t)dt y [7 =— [2. 9(®)DF ()t

ffOOO fOOO |:dD8:’?Eu) Da (5u) + dDO‘(u) Da((su) dzdt =

I3 % (5825 (0u) + 555 D2 (5w) | dtd= =

. (6.4)
fOOO ffo |:6U’D1(yl aDa () + 5'U/D,L aDo‘(u) dtdz =
° o a_ 02 ]
ffoo f() |:(5qu aDD‘(u) 6U’Dz W_ dzdt
Por lo que, finalmente, la condicién de extremalidad (6.2) se puede escribir como:
0L 0 0L 0 0L m i 9t 0. n Y
ffooo fo {% T 0zou.  otou T Zi:l(_l)zazi Duiz T ijl(_lyﬁaujt}éu—i_ (6.5)
(6uDg 555 — oubg 5% | dzdt = 0

Como todos los términos del integrando tienen como factor comun a du y no hay condiciones
especiales sobre ella, se tiene que:

8L 8 8L 5 9L 8t 8L n i 89 8L
G — st —Hion Tl (D i i (C L S, +

Dl? oDy (u) D? 8D°‘(u) =0

(6.6)

Estas son las ecuaciones de Euler-Lagrange para lagrangianas que dependen de una funcién
de dos variables independientes y sus derivadas enteras y fraccionarias.

6.2. Aplicacién para una ecuacién tipo NLS

Continuando con el ejemplo explorado en los Capitulos 2 y 4, ahora mostraremos una aplica-
cion interesante de las derivadas fraccionarias centradas. Mostraremos cémo, siguiendo la idea
propuesta por Fujioka en [19], se ha podido hallar que una ecuacién NLS extendida fraccionaria,
puede dar lugar a solitones épticos.
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6.2.1. Sistema NLS fraccionario

En la tesis “El comportamiento de los solitones épticos a partir de derivadas fraccionaria
centradas” [20], Manuel Velasco presenta una ecuacién similar a la ecuacién NLS generalizada
presentada anteriormente (4.5), con la particularidad de que inclufa términos con derivadas
fraccionarias. Dicha ecuacién resulté de interés tedrico pues su solucién numérica permitia la
propagacion de solitones. La mencionada ecuacién se presenta a continuacién:

tu, + iead(a) DY (u) — elc(a)Dg‘(u) + ugy + ||u|\2u — ||u||4u =0 (6.7)

donde u es una funcién compleja, «, €1 y €3 niimeros reales y ¢ y d funciones reales.
En [20] se muestra la grifica que se reproduce abajo. En ella podemos observar la evolucién
de un pulso que obedece a la ecuacién (6.7). Podemos ver que el pulso disminuye de tamario,
pero luego se estabiliza, y contintia avanzando sin destruirse. Este resultado demuestra que la

ecuacion (6.7) acepta la propagacion de solitones.

Figura 6.1: Solucién de la ecuacién diferencial fraccionaria con o = 2.9
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6.2.2. Una lagrangiana para un sistema descrito en términos de deri-

vadas fraccionarias centradas

Para usar por primera vez nuestra nueva herramienta hemos seleccionado la ecuacién (6.7).
Postularemos una funcién lagrangiana y comprobaremos que, al sustituirla en (6.6), nos arroja
(6.7) (en este punto es importante mencionar que el trabajo de Manuel Velasco [20] no hace uso
de ninguna herramienta variacional, de la formulacién lagrangiana o del teorema de Noether).
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CENTRADAS

Sobre cémo obtener la funciéon a proponer, ha de decirse que una funcién lagrangiana no
puede, en general, obtenerse mediante algiin método deductivo partiendo de dentro de la misma
teorfa. Es menester en muchos casos (como en este), construirla modificando a prueba y error al-
guna otra funcién intentando que, al sustituirla en el conjunto de ecuaciones de Euler-Lagrange,
arrojen una ecuacién conocida a priori.

Proponemos, pues, la siguiente lagrangiana:

Definicién 6.2.1. Sea .Z una lagrangiana definida como:

_ i * * * 1,2, %2 1,3, %3
&L = — S(uu} — uu,) + uguy, + zutu’ — gutut —

(6.8)

%elc(a)u*Dg(u) + %egd(a)u*Df‘(u) — %elc(a)uD;“(u*) — éegd(a)qu‘(u*)

donde * indica conjugacién compleja.

Ahora bien jesta ecuacion, al ser sustituida en (6.6) arroja nuestra ecuacién (6.7)? En efecto,
observemos que en la lagrangiana sélo tenemos un término correspondiendo con la primera
derivada de u respecto de z y uno con la segunda respecto de ¢, la ecuaciéon de Euler-Lagrange
entonces se reduce a la siguiente forma:

0% 00% 9* 0¥ 0L 0L

- 4 = 4 D¢ — D¢ = .
du  0z0u, 020wy T PoDa(a) 0D (w) " (69)

Al calcular las derivadas tenemos:

9L — _iyr+ wt’ — P — serc(a)Dgu* — Lead(a) DPu*
0 0% _ i
9z Ou, %uj
3 0L _
Ot2 dugr uZt
Dy agg?()u) = —%elc(a)DSu
» ,
2 BDaf‘(u*) = —5e2d() D} (u”)
v si consideramos que uu* = |ul?u* y u2u*’ = |jul[*u*, la ecuacién de Euler-Lagrange se
vuelve:
—iu; —iead(a) D (u*) — erc(a) Dy (u”) + uy, + llu|?u* — [Jul|*u* =0 (6.10)

que, tomando el complejo conjugado, nos devuelve a la ecuacién (6.7), por lo que la lagrangiana
propuesta (6.2.1) sirve para obtener esta ecuacién. Debemos remarcar que esta lagrangiana no
es necesariamente inica, pero no necesita serlo.

Hasta ahora hemos demostrado que podemos construir lagrangianas que incluyan deriva-
das fraccionarias centradas, pero puesto que para construirlas necesitamos conocer a priori la
ecuacién diferencial fraccionaria que describe al sistema en cuestion, esto no aporta una ventaja
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operativa en ningtn caso. Hemos de buscar, en el siguiente capitulo, la herramienta matemética
que nos falta para poder volver util la maquinaria que aqui hemos desarrollado: un teorema de
Noether fraccionario.
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Capitulo 7
Teorema de Noether fraccionario

Como parte final de nuestro recorrido hemos de buscar extender el resultado del toerema de
Noether para considerar sistemas cuyas lagrangianas dependen de funciones de varias variables
y sus derivadas fraccionarias centradas. Hemos recorrido una parte importante del camino pues
ya tenemos certeza de que existe un juego de ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas con
estas lagrangianas y mas ain: ya tenemos un ejemplo donde hemos visto que estas ecuaciones
dan lugar a la ecuacién que describe un sistema de interés. Procedamos pues, a buscar nuestro
cometido, y lo haremos en el siguiente orden.

» Punto de partida (donde se recuerda lo que se ha hecho en el caso de derivadas enteras)
= Enunciado y demostracién

= Ejemplo: bisqueda de cantidades conservadas

7.1. Punto de partida

Del Capitulo tres podemos recordar que el hallazgo de cantidades conservadas se hizo, grosso
modo, de la siguiente manera.

1. Se buscé, a partir de la invariancia de la accidn, una exigencia similar sobre la Lagrangiana

2. Se observé que el campo fisico en cuestion debia satisfacer un conjunto de ecuaciones de
Euler-Lagrange

3. A partir de lo anterior y de propiedades sobre la derivada, se logré agrupar los términos
de la variacién de la lagrangiana en la forma de una divergencia.

El procedimiento del punto 1 es transparente y sigue siendo valido, notando que se deben
agregar dos términos més a la variacion de la lagrangiana, producto de la dependencia en las
derivadas fraccionarias centradas en el tiempo. Es necesario verificar qué forma adquieren dichos
términos antes de seguir el camino.

Por otra parte, en el capitulo anterior pudimos hallar el conjunto de ecuaciones de Euler-
Lagrange, lo que nos da buenas perspectivas. Estamos pues, en el punto donde debemos sustituir
los dos ingredientes mencionados y observar si se pueden replicar los otros.

45



7. TEOREMA DE NOETHER FRACCIONARIO

7.2. Enunciado y demostracién
Teorema 5. Sean x1 y xo variables independientes, q1(x1,x2) y q2(x1, x2) funciones de ellas y
g = os/p((hv q2,91,21,491,x05 -+ -y Q1,n2o + - - y42,215, 42,255 - - - y 42, mxo-++)

D8 (@), D2 (), , D3 (2),,, Df (a2)

una densidad lagrangiana donde Dy, D{* son las derivadas fraccionarias centradas con respecto

de zo'. Si bajo las transformaciones

(ET =1 + 651
xh = X9 + €2
qi (27, 23) = q1(21, 22) + €1 (g1 (21, 72))

¢ (27, 73) = q2(w1, 22) + €p2(q2(z1, 72))

con € < 0 el pardmetro de la transformacion, &1, 2 nimeros reales, ¢1(q1) y ¢2(q2) funciones

complejas, se cumple que:

S = f fQ g(qlv q2,91,21591,25, 491,225 - - - s Q1 nxe -+ 42,21592,255 42,225 - - -y 42, mxzo -+
Dy (q1), Di*(q1), Dy (g2), Di*(g2)))dz1dz:
= [ Jo- L4, a5, N Doy D20y Wonas o Barr D2y D2.205 -+ > 2 mag s Dy (q7),

D (a1), Dy(43), D (¢3)))daydz;
(7.2)

entonces existe una ley de conservacion de la forma:

1Unicamente tenemos una de las variables por simplicidad de los procedimientos. Exploraciones considerando
las dos o més variables independientes quedan fuera del alcance de este trabajo.
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7.2 Enunciado y demostracion

0Q1 3@2
o g TP =0 (7.3)

con Q = Q1, Q2 funcidon de qq,qs y sus derivadas enteras y fraccionarias y P una funcion que

se anula al ser integrada en xsy

Es interesante observar que en la ecuacién (7.3), aparece el término P, que no aparecia
cuando la lagrangiana s6lo dependia de derivadas de orden entero.

Observemos nuevamente las relaciones (7.1): bajo estas transformaciones, las derivadas frac-
cionarias adquieren la forma

Dy(q1) (27, 23) =Dy (q1(21,22)) + €Dy (¢1(q1 (21, 72)))
Di(qu) (27, 23) =D (q1 (21, 22)) + €D (¢1(q1 (21, 2)))
(7.4)
Dy(q2) (27, 23) =Dy (qz(x1, 22)) + €Dy (¢2(g2(71, 72)))
Dg(g2) (27, 23) =Dg (g2 (21, 2)) + €D (P1(g2(21, 72)))

Por un procedimiento igual que en el caso de derivadas enteras, tenemos que:

S S LG 05,05 op 0 g B - B g oo By 05,035 Do 20 - -+ B g -+ ) AT T A3 =
J JoZ (@ +ed1,q10, + 6%%@1,%,12 + 6%(11@27 e
g2+ €902,q2.4, + G%QQ,mNQQ,mZ + 6%%@27 o Dy (q1(1, 22)) + €D ((q1 (21, 72))),
» Df (q1(21,22)) + €Dy (d(q1 (21, 22))), Dy (g2(z1, 22)) + €Dy (9(g2(21, 22))),

D (g2(x1, 72)) + €Dy (d(g2(21, 2)) )dz1dzs
(7.5)
Esta expresién resulta muy larga, pero notemos que todo ya lo hemos hecho, o casi todo. Si
expandimos en serie de Taylor la lagrangiana, podemos ver que la condicién de invariancia se
vuelve:

0=[ [ §Z8w1+ §Z0wo+ §ESa + 502—0q1e, + - + GE0ar + - 76)

+ Daﬁl)éDa(ql) + D‘)‘ 5Da(Q1) + Da 5Da(‘]2> + Da 6Da<q2))dx1dx2

Como probamos en el capitulo anterior, existe un conjunto de ecuaciones de Euler-Lagrange
(6.6) ysilo sustituimos y consideramos que 6 D5 (q1) = D5 (6q1), 6D§*(q1) = D (6q1), 6q1,nay =
%(&ql), 01 nay = 83071 (6q1) y relaciones similares para g2, tenemos:
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7. TEOREMA DE NOETHER FRACCIONARIO

0=5Z621 + §Zbws

[0 oz 9 9% _ 9 0¥ _ 9 9% 0L 0
+ | 9%1 01,2, 0x2 0q1,z, 0z% 991,22, 02 0q1,224 + ] g1 + 9q1,z, OT1 0q1 +

0x1 092,a; 0x2 092,24 0z? 992,24, O3 8q2 229

2 2
+[a N X 0* 0% ) 4. }5‘124‘32;2;%5‘12‘*"”

% o a & a af_ 8L
+ |aps @ Ppd(@) = D (dDa(q))&h} {aD%q)D 3(q) + D (4817?((11))5%}

[ oy « a 0L a «
+ |58 Ded(@2) — Dy (g )00e| + | 5150y D20 (a2) + D (5785)00:

Esto implica si de nuevo hacemos la identificacién de algunos productos de derivadas (este paso
es exactamente el mismo que en el capitulo 3, pues dicha identificacién no incluye a los términos
con derivadas fraccionarias):

_0Z o 0L 0L
0=52,0%1+ 547 [aql,zl 00 + 3o, 5‘12}

oL _0 0L _0 0L o) 0L
+Tméx2 + dz2 [ath @ 0q1 + 0q2,0 5QQ dz2 <8Q1,2m2 6q1> T Oz (5qz,2z2 6q2)

+

991,244 3352 51]1 + 3112 22 32?2 5(12 :|
A a «a «
+ |5 Dpo(ar) - D (53 )0 | + 5845 Ded(ar) + D (5200 |

<L « « 0L « « 0L
+ [58 Did(@2) — Dy (51 )00e] + [ 5150 D20 (a2) + D (579551005

Y si recordamos las definiciones de las transformaciones, (7.1) esto queda como:

o) 1 0% 1 0%
5% |62+ 152L5q + 1502 5q2}+

Gamk?iﬂ"‘l 8.25 1(1 a$>5q1+1 0% Sy — -+

€ 0q1,a € \ Or2 0q1,z, € 091,22z, 3362

o000~ ¢ (a%z Sue ) 002 + & 5ge 52,002 }*
T {%Dg‘é(ql) - Dy (aDa(q )5(11} [apu( Dgé(qn) + D7 ( aDa(q 5%}
+ {anfq )DO‘(S( ¢) = DS(%)MZ} {3D“(q )Daa(@) + D BDQ(@) &]2}
Por lo que si definimos:
Qr:=¢ [51.2 + aai g1 + iaz‘il 5q2} (7.7)
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7.3 Aplicacién del teorema para una lagrangiana que produce una ecuaciéon NLS extendida

fraccionaria
., 1 0% 1( 0 0% 1 0% 9
QQ =€ £2$ + ;3(11,&62 5(]1 G (8712 alh,wz) 5(]1 + anl,thg Tméch -t (7 8)
1 0% 1 o 0% 1 0% o)
< Bgs ;002 7 < (W aqz,w) 092 + ¢ By rr B2, 002
esto tiene la forma: 90 90
1 2
81}1 8$2 ( )

donde P, al ser integrado sobre x5 se anula. Por lo que tenemos una ley de conservacion.

7.3. Aplicacién del teorema para una lagrangiana que produce una

ecuacion NLS extendida fraccionaria
Para mostrar una aplicacién del resultado recién probado, volvamos a la ecuacién (6.7) y
observemos la lagrangiana que postulamos (6.2.1) y que, segin probamos, da lugar a dicha

ecuacién. Vamos a utilizar el teorema recién probado para ilustrar cantidades conservadas a las
que da lugar dicha lagrangiana.

7.3.1. Ejemplo 1: Transformaciones de norma

Consideremos la siguiente transformacién, considerando v = u*:

ult =u + ieu

ol =v —iev

(7.10)
2t =z
th =t
lo cual implica:
ou =ieu
(7.11)
0v = — iev

Y consideramos z1 = zy o =t

Si observamos la variacién (7.6), requerimos los siguientes términos:
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7. TEOREMA DE NOETHER FRACCIONARIO

9L 55 =)
[ XA _
0t =
%61; =ieu [—%uz +au” — wlu — %mc(a)ij(u*) — %ngd(a)Df(u*)
du < Su, =ieu, ($u*) (7.12)

Bth L Sy =ieus; (uh,)

a%(f dDgu =ieDgu [—%mc(a)u*]

spea0Dfu =ieDfu [31d(or)u”]

para la funcién u, mientras que para la otra que en este caso es su complejo conjugado, tenemos:

%{ ov = —ieu* {%uz T+ ulut — wPu %mc(a)Dg‘(u) - %ngd(a)Dia(u)}

%évz =ieu} (Lu)

=L §vgy = — i€usy (uat) (7.13)

a’Uzt

885% dDgv =ieDyu*c(a) [2mc(a)u]

a%%) 6D¢v =ieDu*d(a) [Ened(a)ul

Al ser sumadas todas las contribuciones, la variacion resulta ser igual a cero. Ahora consideremos
pulsos de la forma mostrada en la figura 6.1 mostrada en el capitulo anterior. Esta gréfica
representa un pulso luminoso en una fibra 6ptica y, como se puede apreciar, la solucién u tiende

aceroent = —o0yt= o0, por lo que existe una cantidad conservada para todo valor de z.
Esta cantidad tiene la forma:
e 0¥ 1 0%
/ Qldt = / |:§1.§/ﬂ + - 6Q1 + - JQQ dt (714)
—00 — aQI ,T1 € 3(12,z1

y debemos recordar que &; = 0, por lo que la cantidad conservada es igual a:
75 Qudt =1 [ieufu” + ieu* (Lu)]
=— [ (uu* + uru)dt (7.15)

=7 lul*dt
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7.3 Aplicacién del teorema para una lagrangiana que produce una ecuaciéon NLS extendida
fraccionaria

lo cual implica que ffooo |u| dt es una cantidad conservada del sistema, que en este caso corres-
ponde a la energia. Normalmente, la energia se obtiene como cantidad conservada al existir
invarianzas ante transformaciones temporales, sin embargo, por la forma en la que se describe
un sistema consistente de un pulso viajando por una fibra éptica, obtenemos la conservacién de
la energia cuando se tiene invarianza ante traslaciones en la variable z. Puede verse el apéndice
para mas informacién.

7.3.2. Ejemplo 2: traslaciones en z

Consideremos ahora la siguiente transformacién, nuevamente considerando v = u*:

ul =u
vt =v
(7.16)
2=z 4 n
th =t

Para observar la forma que adquieren las variaciones de u y v, en este caso debemos considerar
que la variacién serd tomada como el término lineal de una expansién en serie de potencias de
las funciones ut —u y v — v. De esta forma, la variacién en u, du, es el resultado de expandir:

ou=ul (21, t7) —u(z,1) (7.17)
La anterior, considerando de las transformaciones (7.16) que t! =ty z = 2T —n, resulta igual a
du=ul (0, t) —u(zt —n,th) (7.18)

que, a primer orden es
ou=ul (2" t") —u" t) —qu, = —nu, (7.19)

Un procedimiento analogo para la variacién dv resulta en:

ou = — nu,
(7.20)

ov = —nu,

por lo que las variaciones son:
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7. TEOREMA DE NOETHER FRACCIONARIO

0L _ [ * * * *
Goo0z =n| — 5 (uzul +uus, —uiu, — u uy;)

+ Uppptyy, + Uy, + % (2uuzu*2 + 2u2u*uj>
-3 <3uQuZu*3 + 3u3u*2u§) — gme(a) (uiDgu +u* Dyu,)
+ %ngd(a) (uiD&u + u*D¥uy) — %nlc(a) (uZDf,‘u* + uDg‘u;)

— inpd(e) (uzD2u* + uD?u:)]

%& —0 (7.21)
%—‘f&u = —nu, [—%uj +uu —utu’ — %mc(a)Dg(u*) - %ngd(a)Df‘(u*)]
92 0. — — s, ()
G Ouze = — sz (u3y)
8%§u5D;‘u =—nDgu, [—2mc(a)u*]
6%“§u5Df‘u = — nD%u, [Enad(a)u*]
para u, mientras que para v se tiene:
%51} = —nu} [%uz +wlut — udu — %mc(a)Dg(u) + %nzd(a)Df‘(u)
%5% =nuj, (%u)
gft Gvgy = — nuZy (u2t) (7.22)

6%?} dDgv :an‘uzc(a) [%mc(a)u]

a0t ) [t

Al sumar todos los términos, se tiene como resultado 0, lo que implica una ley de conservacién
segtn el teorema probado. Observemos que la cantidad conservada tiene la forma:

°° i 1 07 1 07
/ Qldt = / € flg + *75(]1 + *75(]2 dt (723)
—oo —o0 € 0q1 2, € 0q2,2,
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7.3 Aplicacién del teorema para una lagrangiana que produce una ecuaciéon NLS extendida
fraccionaria

por lo que si integramos en el tiempo y sustituimos los valores, tenemos que se conserva lo
siguiente:

L+ - ou + —

€ Ou, € Ov,

vl dt (7.24)

oo

/°° . [ 102 10%
que tiene el valor:
% / (L +uut — utu,)dt (7.25)

— 00

a lo largo de z. Al reemplazar la lagrangiana (6.2.1), tenemos:

oo

. 2
H=cte= [ (- Euu; — v us) + uguj, + uu* — 2udu™ —

sime(a)u” Dy (u) + gnad(0)uDe (u) — gme(e)uDy (u*) — gnad(e)uDf (u*)
+ wul — utuy)dt

(7.26)
donde el integrando que aparece en esta ecuacion, recordando la funcién hamiltoniana en

mecénica cldsica, definida por H =Y %’f — 7, es la densidad hamiltoniana correspondiente
— 94

a la lagrangiana (6.2.1).

7.3.3. Ejemplo 3: traslaciones en ¢

Consideremos ahora la siguiente transformacién, nuevamente considerando v = u*:

ul =u
vt =v
(7.27)
2=z
th=t+n
Estas ecuaciones implican que:
ou = — nuy
(7.28)
ov = — nu

por lo que las variaciones son:
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0L _ 7 * * * *
G0t =n | — 5 (upu} +uuy, — uiu, — u ug;)

+ ugpuy, + ugus, + % (2uutu*2 + 2u2u*uf)
-3 (3u2utu*3 + 3u3u*2u§) — sme(e) (uf DYu + u* Diuy)
+ Lmad(e) (uf Du + u*Dfug) — Smic(a) (uwe Dgu* + uDguy)

— %ngd(a) (w Dfu* + qu‘uf)}

%& 0 (7.29)
%%&L = — nuy [—%uz +uu® — wu — %mc(a)D;}(u*) — %ngd(a)Df‘(u*)
8L us = — nuy. (§u*)
g;i Sugy = — nugy (u3,)
a%ifuéDg‘u = —nDguy [—Zmc(a)u’]
a%ifuéDf‘u = — nDfuy [£n2d(a)u”]
para u, mientras que para su conjuada se tiene:
% v = — i [u. +vPu” — uu”’ — Sme(@) Dy (u) + $mpd(a) DS ()
2%5112 =nuy, (%u)
82 5y = — muiy (uar) (7.30)
a%gv dDgv :anuIc(a) [%mc(a)u]
6%5,?1; dDXv =nD¢uid(a) [%ngd(a)u]
Nuevamente, la suma de todos los términos es cero, por lo que la cantidad de la forma:
/Oo Qqdt := /00 € [{192”—1-1 02 oq —i—1 02 6(]2:| dt (7.31)
—oc0 —c0 € 3Q1,x1 € 3Q2,x1
al ser integrada, se conserva a lo largo de z. Esta expresién resulta ser:
/O:O € [i giéu + 12;25511] dt (7.32)
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7.3 Aplicacién del teorema para una lagrangiana que produce una ecuaciéon NLS extendida
fraccionaria

que tiene el valor:

Z. > * *
5/ (uuf — uuy)dt (7.33)

— 00
La cantidad conservada aqui mostrada es analoga a lo que seria el “momento” en mecédnica
clasica.

De esta forma hemos mostrado que la energia, la hamiltoniana y el momento son cantidades
conservadas, lo cual muestra que la ecuacién (6.7) (cuya lagrangiana es (6.2.1)) describe un
sistema que no viola las leyes de conservacién relacionadas a estas cantidades. Es importante
mencionar que esto no es suficiente para asegurar la existencia de ese sistema fisico.

Con este ejemplo concluimos la muestra de la dltima herramienta desarrollada. Hemos ob-
servado que se puede extender el teorema de Noether para sistemas descritos con derivadas
fraccionarias centradas. Por la novedad que representan dichas derivadas, hemos desarrollado
herramientas que no han sido reportadas en la bibliografia, por lo que es natural que no se
hallen més ejemplos. Existe, sin embargo, la esperanza de que estas herramientas contribuyan
a hallar nichos de aplicacién de las derivadas fraccionarias de Duarte-Ortigueira y del calcu-
lo fraccionario en general, como una herramienta que facilite la descripcién de sistemas cuya
dindmica no es trivial.

7.3.4. Resumen de resultados
En esta seccién se hallaron tres relaciones de conservacién:
= Conservacion de la energia, asociada a una transformacién que hemos llamado “de norma”

= Conservacion de la densidad lagrangiana, asociada a la invariancia ante traslaciones en la
variable z

= Conservacion de una cantidad que reconocemos como el momento, asociada a una inva-
riancia ante trasaciones en la varible ¢

Al lector interesado en entender por qué la conservacién de la energia no surge, como
comunmente de una invariancia ante traslaciones en la varible temporal, o sobre por qué el
momento surge de invariancias ante traslaciones en la variable ¢, se le invita a acudir al apéndi-
ce.
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Capitulo 8
Conclusiones

Durante los pasados capitulos se presentd, primero una introduccién que presenté el tema
de las derivadas fraccionarias y, seguidamente se desarrollaron los temas de la formulacién
Lagrangiana de sistemas con varios grados de libertad y varias variables y se desaroll6 una
versién simplificada del teorema de Noether y se presentd, con mas formalidad, el tema del
calculo fraccionario y en particular las derivadas fraccionarias centradas de Duarte Ortigueira.

Llegando a este punto, se mostré que se obtuvo, para las derivadas fraccionarias centradas:

1. Un conjunto de ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas descritos con una lagrangiana
que dependa de varias funciones con dos variables independientes y sus derivadas, enteras
y fraccionarias:

8L 8 9L 8 8L m i 9 9.L n i 87 0.2
G~ Bzou. —vion T2 (D gmaes 22w sm o

(8.1)
0L 0L  _
D;gaDg(u) o quan‘(u) =0
2. Se propuso la siguiente lagrangiana:
L =— L(uwul —utu.) + ugug, + %u2u*2 - %u?’u*sf 62)

serc(a)u* DG (u) + sezd(a)u* D (u) — Serc(@)uDy(u*) — Sead(a)uDg (u*)

y se mostré que, sustituyéndola en las ecuaciones anteriores, permite recuperar la ecuacién
tipo NLS:

i, + iead(e) DY (u) — erc(a) DY (u) + ugr + [[ul]*u — |luf*u =0 (8.3)
que tiene soluciones con forma de solitén. Aunque esta ecuacion ya habia sido tratada
en [20], no se habfan utilizado herramientas variacionales para su estudio, por lo que el
resultado es nuevo.

3. Un teorema que permite relacionar invariancias de sistemas descritos por las lagrangianas
antes mencionadas, con la conservacién de ciertas cantidades del sistema. Llamamos a
teoremas de este tipo, teoremas de Noether fraccionarios. Segun los alcances de esta
investigacién, existen teoremas para sistemas descritos por lagrangianas que dependen de
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8. CONCLUSIONES

derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville, Grutinwald-Letnikov etc, pero no existian
para sistemas con derivadas fraccionarias centradas.

4. Utilizando este teorema, se mostré que en el sistema descrito por Velasco (correspondiente
al segundo punto de esta lista) se conservan la energia, la hamiltoniana y el momento.
Este sistema es de interés en el campo de la éptica y de las telecomunicaciones basadas
en fibras opticas.

Aunque el ejemplo utilizado a lo largo de este trabajo fue la ecuacién NLS aplicada en siste-
mas 6pticos, se desconoce si la aplicacién practica de los resultados de esta tesis en el area de las
fibras épticas, esta cerca. Sin embargo, las derivadas fraccionarias centradas son relativamente
nuevas, por lo que el interés es apenas incipiente y podemos esperar que la atracciéon que se
ha ido despertando ayude a dilucidar esta cuestién. Las derivadas fraccionarias de otros tipos
han sido ya utilizadas en muchos sistemas, pero las derivadas fraccionarias centradas tienen
ventajas como no depender de una direccién especifica a partir del punto de evaluacién, que
pueden ofrecer ventajas en campos como los sistemas estocédsticos sub y super difusivos.

Finalmente, el autor estd convencido de que cualquier nueva herramienta matematica puede
ayudarnos a describir mejor algunos sistemas fisicos y espera que este trabajo sea tutil para
haacernos de nuevos instrumentos que ayuden al quehacer cientifico.
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Apéndice

Interpretaciéon de la ecuacion tipo NLS fraccionaria y cantidades

conservadas

En el Capitulo 7 se obtuvo se mostré que la accién permanece invariante ante un conjunto
de transformaciones y se hallaron sendas cantidades conservadas, sin embargo, las cantidades
conservadas no corresponden las transformaciones tipicas.

Normalmente, una invariancia ante traslaciones temporales da lugar a la conservacién de
la energia y una invariancia ante traslaciones espaciales da lugar a la conservacién de alguna
componente del momento lineal. En nuestro caso, sin embargo, hallamos la conservacién de la
energia cuando exploramos traslaciones en la variable z y ante traslaciones en la variable ¢, nos
hallamos con algo que llamamos “momento”.

Para entender bien por qué sucede esto, es menester dar una explicacién sobre cémo suele
interpretarse la solucién a la ecuacién (6.7). Comencemos.

Consideremos que la cantidad u tiene unidades de campo eléctrico y que enviamos un pulso
en z = zg = 0. Este pulso viene de una fuente de luz que podemos controlar para todo tiempo
T. Ahora imaginemos que tenemos 3 observadores en z = 2y, 2 = 21 ¥ 2 = 22 como se muestra
en la figura 1.

Figura 1: Esquema de una fibra 6ptica con observadores en 3 puntos diferentes

Como la velocidad de la luz es finita, cada observador “verd” pasar el pulso en diferentes
instantes. En cada uno de estos instantes, el pulso puede haber cambiado de forma, asi, ob-
servemos que el observador uno (figura 2a) observa el pulso a t = 0, y los otros observadores
(figuras 2b y 2c) lo observan en momentos diferentes y, probablemente, modificados en forma
o tamano. En este caso, para definir las propiedades hay que hacer referencia tanto al tiempo
T como a la posicién z.
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z=0 z=z1
[ U
041
031
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. . . T | . T
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01
| I I T
0 5 10 15
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Figura 2: u en funcién del tiempo 1" para observadores en diferentes valores de z

En el campo de los solitones épticos se suele hacer un cambio de variable, proponiendo:
t=T-pZ (4)

donde S es el inverso multiplicativo de la velocidad de luz en la fibra éptica y a t se le llama el
“tiempo retardado”.

Con este cambio de variable, se puede observar que, sin importar la posicién z, el pulso
luminoso siempre se observa en ¢ = 0, como se muestra en las figuras 3a, 3b y 3c.

Como se puede notar, con esta nueva coordenada t, la descripcion del pulso luminoso depende
s6lo del cambio en la coordenada z.

Considerando lo anterior, es de esperarse que al existir invariancias ante traslaciones en z
se obtenga la conservacion de la energia, pues en este caso, z juega el papel que antes jugaba
T, el de variable de evolucion del sistema.

De las consideraciones anteriores se observa también que la expresién (7.33) solo se ha
llamado “momento” como una analogia a la mecanica clésica, pero que no tiene un significado
fisico tan claro.
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